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Ce cours s’adresse aux éleves de la classe de Terminale S2 des lycées sénégalais....
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Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Inspection Académique de Saint-Louis

Classe : T'S,

Série n’1 : Fonctions Numériques

wlxercice 1
Déterminer si elles existent les limites sui-
vantes :

d) Construire (Cg~'), la courbe de h™1
dans
le repere (O,

—
i, J)
whxercice 3

—
J

Y

. tan 3z L VT =32+ 3
lim —————; lim

=01 —\/xr+1 z—=2 T — 2

y 1—cosz .. Vo+3—+Vb—=x
im :

im
e=0 xtanz a—120+7 — /10 —x

20 +vVa2+ 1

lim lim (z +

r—7Fo00 €T T—>Fo00
V22?2 —b5x +1)

. x+sinzx x3

lim ———; lim ————;
r—=Foo 2 —gingy  z—*too 34 2sinx

. 2?2+4sinx . sinx —tanx

lim ——; lim ——————
z—=+oco €T z—0 3

iz Exercice 2
Soit f la fonction définie par f(x)

2z
——— . On note (Cf) sa courbe re-
présentative dans un repere orthonormé
—-
O, i, j).

1. Montrer que f est définie sur R. Caléu;
ler xl_l}f_noof(:r) et ml_l)I_}l_loof(l')
2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 0. Interpréter graphiqueniefit)les
résultats.
3. Déterminer la fonction dérivee d¢' f.
4. Etudier les variations de fapuil§ dresser
son tableau de variations.
5. Construire (Cf) (unigé 4cm).
6. Soit g la restriction/de fva 'intervalle
I =[2;+00].
a) Montrer que g est une bijection de [
sur
un intervalle J que 'on déterminera.
b) On appelle g~!
proque. Dire

sa bijection réci-

si g~1 est dérivable en 2 le cas échéant,
calculer (g71)" (2).

¢) Pour tout x € J, expliciter g~!(z).

Soit f la fonction définié par f(z) =
sin2x + 2sinx. Ofi désighe par (Cf) sa
courbe représentative_dans un repere or-
thonormé (O, i, j)

1. Déterminer Ij/ puis justifier le choix
de lintervalley [0#7] comme !intervalle
d’étude.

2. Montrer que f est dérivable sur [0; 7] et

Vo € JO; 7Y f(z) =4 (cosa: — ;) (cosz +1).

3. Dresser le tableau de variation de f sur
[0; 7],

4. Gewstruire (Cf) sur [—2m;27] (On pré-
ciséra les tangentes horizontales)

= Fxercice 4

Soit’ f la fonction définie par :
23— 32 +6
=

On note par (Cf) sa courbe représentative

dans un repeére orthonormé (O, i, j ).
1. Déterminer le domaine de définition D f
de f.
2. Calculer les limites de f aux bornes de
Df. En déduire I’équation de I'asymptote
verticale.
3. a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :
c
_ 1)2'

Vee Df, f(x) =ax+b+ @

b) En déduire que (Cf) admet une
asymptote oblique (D) en —oo et en +00
dont on déterminera son équation.

c¢) Etudier les positions relatives de de
(Cf) par rapport a (D).

4. Montrer que Vx € R — {1} ,
, (x — 3)(2% + 3)

f (l’) _ ( T — 1)3

5. Etudier les variations de f puis dresser

M.Djitté, site web :
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son tableau de variation.
6. a) Montrer que 1'équation f(z) = 0 ad-
met une unique solution « sur R et que :
—J<a< -2
b) En déduire le signe de f
7. Tracer (Cf) ( on précisera les points
d’intersection de (Cf) avec les axes du re-
pere).
1= Probléme 1
Soit f la fonction définie par :
% — 2x

) <0
:L‘—l S xr

r+vVai+ax si x>0
On désigne par Cf sa courbe représenta-
tive dans un repere orthonormé (O,;,j)
1) Déterminer 1’ensemble de définition de
f puis étudier la continuité et la dériva-
bilté de f en 0. Interpréter les résultats.
2) Déterminer les limites aux bornes de
Df.
3) Etudier les branches infinies de Cf.
4) Dresser le tableau de variation de f.
5) Tracer Cf.
6) Soit h la restriction de f a [0;+oo[ et
Ch~! sa courbe représentative.

fx) =

a) Montrer que h admet une bijection
réciproque h~! dont on précisera son en-
semble

de définition et son sens de variatién

b) Etudier la dérivabilité de h=* Ppuis

calculer (h™1)(2).

c¢) Tracer Ch™!. Expliciter h~! ()
i=Probléme 2
Partie A : Soit g la fonction défimig/sur R
par g(r) = 22° — 32% — 1.

1. Etudier les variations de ¢ puis dresser
son tableau de variations.

2. Montrer que I'équation ¢(x) = 0 ad-
met une unique solution « fans R et que
l<a<?2

Donner un encadrement de o & 107}
pres.

3. Donner le signe de g(x).
Partie B : Soit f la fonction définie par

flx)=av—2+1 si <0
1— .
f(x)—1+x3 si x>0

On note par (Cf) sa courbe représentative

dans un repere orthonormé (O, i, j)

1. Déterminer le domaine de définition D f

de f puis calculer les limites de f aux

bornes de Df.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité

de f en 0. Interpréter les résultats.

3. Etudier les branches infinies.

4. Préciser ’ensemble de dérivabilité de f

puis montrer que Vz €]0;4o0[, f'(x) =
g(x)

(14 2%)%

5. Etudier les variationsgde f puis dresser

son tableau de variations:

6. Construire (Cf);

Partie C : Soit h [&%Festyiction de h a I'in-

tervalle I =] — o0; 0.

1. Montrer que hséalise une bijection de

sur un interyalleWhé préciser.

2. h~! la réciproute de h est-elle dérivable

sur J 7.

3. Calculegh(®) puis étudier la dérivabilté

de h=' emyl. Calculer (h=) (1).

4. Con8truite (Ch™1), la courbe de h~!

- =

dans f@wepere (O, i, j)

1= Prébleme 3

Soit%fyla fonction définie par :

f(a:)zw sio x<0
flz)=x+/]|22 —2x| si >0

On note par (Cf) la courbe représen-

tative de f dans un repere orthonormé
- =

(0,1, 7).

1. a) Déterminer le domaine de définition

Df de f puis calculer les limites de f aux

bornes de Df.

b) Etudier la continuité et la dérivabi-
lité de f en 0 et 1. Interpréter les résultats.
2. Calculer f'(x) sur chaque intervalle ou
f est dérivable.

3. Résoudre dans ]0;1],
2V —x2+1—2x<0.

En déduire le signe de f’(z) sur ]0;1]
puis étudier son signe sur les autres inter-
valles.

4. Dresser le tableau de variation de f.
5. a) Montrer que (Cf) admet une
asymptote oblique (A;) en +o0.

b) Etudier la positon relative de (Cf)

I'inéquation

M.Djitté, site web :
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par rapport a (A;) sur |1; +oo].
6. a) Montrer que (Cf) admet une
asymptote oblique (Ajy) en —oo.
b) Etudier la positon relative de (Cf)
par rapport a (Ag) sur | — oo; 0].
7. Construire (Cf).
8. Soit g la restriction de f a l'intervalle
I =|1; +o0].
a) Montrer que g est une bijection de [
sur un intervalle J a préciser.
b) g~! la bijection réciproque de g est-
elle dérivable sur J ? Calculer (g71)'(2).
c) Expliciter (¢71)(z) pour z € J.
d) Construire (Cg~') la courbe de g~*
dans le repere (O, i, 7).
1= Probléeme 4
Soit ¢ la fonction définie par :

« L’ignorant affi

&

r+1 .
T ‘ ‘ st <0
T
g(r) =
[
2 st >0
Aristote

1.5 Primitive

&
S

1. Montrer que g est définie sur R. Ecrire
g sans barres de valeur absolue.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de gen 0 et en —1.
3. Etudier les branches infinies et la po-
sition de la courbe par rapport aux éven-
tuelles asymptotes.
4. Calculer ¢'(x) sur les intervalles ot g est
dérivable.
5. Soit ¢(z) = 2% + 3z — 2.

a) Montrer que l’équation ¢( ) =0 ad-
met une solution um

Donner un encadieme de a par deux
entiers consécutifs
b) En déduire le e de ¢ sur ]R

6. Montrer que@L = (ﬁ + 1) sur
[0; +o0[ pui ir le tableau de varia-
tion de g s

7. Tracer 163@68 remarquables puis tra-

cer Cg la I@e de g.

e savant doute, le sage réfléchit»

M.Djitté, site web :
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CHAPITRE
Primitives

2.1 Généralités Q}

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appell%dee de f sur I, toute
fonction F dérivable sur I telle que Vx € I, F'(x

iz Exemple 2.1.1

Fonction f — Primitive F ¢ Q

f(x) =22 — F(z) = 2? N

@) = 5= — F(a) =2y @’
f(x) =sinx — F(x) = —cosx
f(z) =cosx — F(z) =sinx

Theoréme 2.1.1 Toute fonction conti wntervalle I admet des primitives sur I.

2.1.2 Ensemble des primitives

Theéoréme 2.1.2 Soit f fonctzon inue sur un intervalle I. Soit F' une primitive
de f sur I. Alors toute primitive f sur I, est de la forme G(z) = F(x)+ ¢, ¢
constante réelle

Preuve 2.1.1

F est une primitive de f s donc F'(x) = f(x) (1).

Soit G une primitive dg™ s donc G'(z) = f(z) (2)

(1)=(2)= G (z)—F'lz) 0= (G-F)'(2) =0= (G—F)(z) =c= G(x) = F(z)+c

w Exemple 2.1.2 Soit f(z) = cosx. Déterminer les primitives de f sur R.

Remarque 2.1.1 Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives
sur 1.
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2.1.3 Primitive prenant une valeur y;, en un point r, donné
(F(z0) = o)

Theoréme 2.1.3 Soit f fonction continue sur un intervalle I. Soit xg € I etyy € R. Il
existe une unique primitive F' de f sur I qui prend la valeur yo en xo c-a-d F(xo) = yo.

i Exemple 2.1.3 Soit f(z) = cosz.
Déterminer la primitive F de f sur R dont la courbe représentative (CF') passe par le

point A(0; \/§)

2.2 Primitives des fonctions usuelles

Fonction Primitive @ervalle
F(z)=c R

f(z) =

f(xz)=a (constante) F(z)=az+c¢ va R
f(z) =27 F()—2x+c w R
flz)=2",neN F(z) = "t R

n+1
v/

f(z) = % F(z) = —; Q | — 00; 0[ou)0; +00]

f(x) %(n e N—{1}) F(z) = 7 — +c | ] — 00;0[ou]0; +00]
f@):% F(z),2 207+ ¢ 10; 400
f(z) =sinzx F(zf 7y cosx +c R

f(z) =cosx . .‘g( sinx + ¢ R

f(z) =1+tan’x = g =tanz + ¢ ]—g[ﬂ],g[ﬂ‘][

Fonction f — Primitive F
flz) =2 — F(z) =2z +'c

i Exemple 2.2.1 &@

f(x)—m—)F(x)—%@c
flx) =2 — F(z) = +c
fla) = — FC§+
flo) = = — Fla) =~ +e

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths
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2.3 Opérations sur les primitives

Soient U et V' deux fonctions dérivables de fonctions dérivées respectives U’ et V.

Fonction Primative
kU keR kU
u+v U+V

/ 1
U'v 12U
Uv", neN —yntt
7 n -+ 11 Q}
i N — {1 - -
Un’ne { } (n—l)U”_l
v NG

2
VU
Uuv+v'u uv
U'v —V'U U \
V2 V

U'cosU sin [&?
U'sinU —g"

» o \
v+t || CWhU
cos2 U

i Exemple 2.3.1 Déterminer les primitives d@ctwns suivantes :

af()—:v—l—i—l b. f(x)=Tx"; ¢ 2$+1x+x—l—1);

d. f(x) = (62 —9)(z* — 3z +6)°; —(—:L‘+4 ——x +4x—7>4;
2¢ — 3

f f(x) =sinz+xzcosz; g. f(x)= h.f()—m,

i. f(x) = (xQ 550 flx _ reosw Tsine ; ko f(z) =3cos(3x —4);

[. f(z) =sin (Q:C—

Cas particuliers :

Fonction f —

% tan?(2z + 1))
"L

tive F’

f(z) = cos(ax +b) = ésin(aac +b)
f(z) = sin(ax +b) (x) = —% cos(ax + b)
1 1

iz Exemple 2.3.2 Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a. f(x) = cos(3z);
1

d. f(z) =

b. f(x) =cos(dx — 3); c. f(x) =sin(2z +7);

cos?(5x + 6)

M.Djitté, site web :
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2.3 Opérations sur les primitives

i Exercice d’application 2.3.1

242
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (xf—l——i_Txl)Q
.y ar +b
1. Montrer que [ admet une primitive F sur R de la forme F(x) = —————— ol
r +x+1

a et b sont des réels a déterminer.
2. En déduire la primitive G de f sur R qui s’annule en 0.

iz Exercice d’application 2.3.2

1. Soit f et w deux fonctions définies sur l'intervalle I = [O, q par :

4
sinx 1
T) = et w(z) =
/(@) cos? x ) (z) 020543: ﬂ]
a. Vérifier que f'(x) = — .
o cosz  cos’x ,
b. En déduire sur I une primitive de la fonction w.

32?2 —-8r+8
2. Soit la fonction g définie par : g(x) = T %) f+ @
x J—
a. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que \
Vee R—-{2}, gx)=ax +b+ — TR

b. En déduire les primitives de g sur |2, +ool. Q
o

A Q

R l:|—=R+ =
appe B +B S

<
&
&

5
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CHAPITRE ) )
Fonction Logarithme

Népérien

3.1 Généralités

Définition 3.1.1
La fonction f définie par f(x) = i est continue sur |0;+oo[fdonc elle y admet des
primaitives.
On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la primitiveNde f qui s’annule en 1.
In :]0; +oo[— R
r+— Inzx

Conséquence 3.1.1

e In est continue et dérivable sur ]0; +oqf
1

e Vz €]0; +o0[ (In)'(xz) = = > 0.
x

e In est strictement croissante sur |0; +89].
elnl=0

NB :
e InU(z) existe ssi U(x) >0
o In |U(x)| existe ssi U(z) #4.0.
o In[U(2)]? existe ssi U(z )t O
e In d’'un nombre négatifa’existe pas mais In d'un nombre peut étre négatif.

i Exemple 3.1.1 Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions sui-

vantes : vt
o) f(@) = In2e+3); )0 =t (50 ) 1) flw) = n 2043 ) f() = Tn| S
B 2¢+ 1 2x

o) fla) = In(=r 417 ) f@) = pi ) S0 = 22+

z+1

Y

Propriété 3.1.1 Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. On a :
e In(ab) =lna+Inbd

eln (i) =—1Ina

eln (%) =lna—1Inb



3.1 Généralités 18

e In(a") =nlna, Vn € Z.

1
oln\/az§lna
e na=Inb&sa=0
elna>Inbsa>b
elna<lnb&sa<d
elhr=kez=c LkeR

Preuve 3.1.1
e YVa > 0, la fonction f: x +—— In(ax) est dérivable sur ]0;+o0| et on a :
1
f'(z) = (Inaz) = ax — = — = f est une primitive de la foncfi — —.

ar x
1
OrIn est une primitive de x — —, alors on a : f(x) = Inz+cfsdn(ar) = Inz+c.

Six=1, ona: lna—ln1+c:>c—lna D’ot Inax =Inx
En posant x = b on obtzent\lnab—lna—i—lnb‘.

1 1 1
oln1:0<:>ln(a><f>:0<:>lna+lnf:0<:> lnf
a a

—_

oln(%) zln(ax2> :lna—l—lni:ln&—lnb@

1
e lna=1In(y/a)?=2Ina=|lnya= §1na

i Exemple 3.1.2 Simplifier les expressions suiv

A=In8— 21n16+41n\/_ 2 (Rep. A= —3In2
1
B= 274;11181—111( ) (Rep. B = —BInK
C’zln(§>—|—ln12—3ln9 Q)
i Exercice d’application 3.1.1
1. Résoudre dans R les équations sui'v te
a) n(3z+4) =0 Rep. D, = }—3'4—00[ et S={-1}
b)3lnz+2=0 Rep. D, etS {e=2/3}

¢) (22 +7) = In(5x + 4) e& f—l—oo[etS (1}
4
d) In(z +1 +ln3x—4)® 2) Rep. D, }3;+oo{et5={2}.

P@) =10; +o00[ et S = {e % €%},
équdtions suivantes :

b= §+oo[ets (-1}
b) In(2z + 1) < In(x + 3) Rep. DU:}—;;jLoo{etS—}—;ﬂ{
¢)In(2—2x)+In(z+4) > In(3z +2) Rep. DU:]—§;2[etS:}—§;l[

e) Iz —Inx —6=
2. Résoudre dans R led in

a)In(2x+1) >0

i Exercice d’application 3.1.2
1. Résoudre dans R les systémes d’équations suivants :

r+y="7 b 3lnzx+Iny="7 ¢) In(z +y) =Inb
In(zy) =2In2+1n3 Inr+2hnhy =4 In(zy) =1n6
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3.2 Etude de la fonction In 19

Remarque 3.1.1 : Inéquation du type P(lnz) <0 (>0, <0, > 0) avec P un poly-
nome
Principe : Pour résoudre l'inéquation P(lnx) < 0, on résout l'inéquation P(x) <0,
puis on remplace dans ’ensemble des solutions :

e —00 par 0

e les nombres réels a par e®

® 00 par +0oo

= Exemple 3.1.3 On considére le polynome P(x) = 2% — 82% + 19z — 12.
1. Vérifier que 1 est une racine de P(x).

2. Résoudre dans R : P(x) =0 et P(x) >0 .

3. En déduire les solutions de :

a) n’r —8In*z 4+ 19Inz —12=0;
b) In®z — 8’z +19Inx — 12 >0

iwExercice d’application 3.1.3 Résoudre dans R : Qj
a)In®z — Tz +12=0 \
b) Iz — Tlnx +12 >0
¢)In®z —2In’z —5lnz+6=0 @
d)In*z —2In*2 —5lnz 46 < 0.

Résolution ° Q

a) I’z —Tlnr+12=0

& Changement d’inconnue : Posons X =1Inz. On ms :
X —-7X+4+12=0 donc X; =3 et Xy =4.

& Retour au Changement d’inconnue : .
X=lhzr=3=zx=¢
X=lhz=4=2=c¢* Alors

b) Iz —Tlna +12 >0

& Changement d’inconnue : Posons . On a alors :
X —7X+12=0 donc X; =3 et

x %—oo 3 4 +o0
X2—7§|—YZ 10— 0+

& Retour au Changement d ’i@ua
0 x 0 & e 4+

ln2):—71nx+12 00— 0+

Alors | S =] — o0; e*[U]e?; +00]

3.2 Etude de la fonction In

Soit f la fonction définie par f(z) =Inzx
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3.2 Etude de la fonction In 20

3.2.1 Domaine de définition

f(z) existe ssi x > 0. Alors | D f =|0; +00]

3.2.2 Limites aux bornes

Propriété 3.2.1

e lim Inzx=—0c0;e lim Inz=+o00;
z—0+ r—+00
1
. 1_1&1 T ) (On étudie g(x) = Inx — 2\/x sur [1;4+00])
x o0 X

3.2.3 Branches infinies

° hm+ Inx = —oo donc la droite d’équation z = 0 est une @te verticale.
z—0

nx
e lim Inz=+ooet lim — =0 donc 'axe (Ox) est une Branche parabolique
T—r+00 r—+00

3.2.4 Dérivée et sens de variation \

e In est dérivable sur |0; +oo[ et on a : Va €]0 oo[ @x) —>0.

e Alors In est strictement croissante sur ]0; 4+

.182

3.2.5 Tableau de variations h

\,

&
3.2.6 Signe de In x &:
Y

: N

z |0 1 +00

g } Inz] -0 +
o Vz € 0;1[, Inz

o Vz € |l; 400, Inz > 0.
elnl =0

Remarque 3.2.1 In est continue et strictement croissante sur|0; 4+o00[ alors In réalise
une bijection de |0;4+o00[ sur R. Or 1 € R d’ou il existe un unique réel e €]0;+oo] tel

que Ine =1.|e ~ 2,718\
Ine=1;Ine?=2;lne3=3;1Ine’=5. DoncV € R,
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3.2 Etude de la fonction In

3.2.7 Equation de la tangente a Cf en 1

(T) g = F(1)(x — 1)+ f(1). Or f(z) = :16 done f/(1) =1 et f(1) =In1 =0
z| 0|1
y|-110

Dou|(T):y=x—1

3.2.8 Tableau des valeurs

z | 05 |[1]e| 4
Inz | -0,69 |0 1]1,38

3.2.9 Courbe représentative de la fonction In

lem —— Labseisse)

Llem —— L ordonnée)

3.2.10 Autre limites usuelles

Propriété 3.2.2

e lim zlnz=0;e lim 2%Inz =0;

z—0t ) z—0t |
e lim E:O;o lim H=O
r—-+oo T—+o00 &
| 1 1
o i PEFD g
z—0 X z—=1gx —1

i Exemple 3.2.1 Calculer les limites suivantes :
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3.3 Fonctions Composées avec In : f(z) = In(U(z)) 22

. . Inax . 1

a. wll}rfoo(:v—l—l—lnx) ;b :CEI—POO Wik c. xEIPoo B In ( q;) d. xli}r{l+(l‘—1) In(x—1);
) 1 . In(z+1) ) x

e Jim whn(1+ ) tim g 9 Jim e (4 )

3.3 Fonctions Composées avec In : f(x) = In(U(x))

3.3.1 Domaine de définition
f(z) existe ssi U(z) > 0

3.3.2 Limites aux bornes : lim InU(z) =? C\]

Si limU(z) =1 %
et alors lim InU(x) = '

r—a
limlnz =1’

z—1 @
i Exemple 3.3.1 Calculer les limites suwantes \
. . r+1

a. zl_l}glooln <l‘2+3x+1> ;b zgrfloo ln ~—1)7¢ IL (2x + 3) ; d. :Cligl In <x — 1)
3.3.3 Dérivée 0
Theéoréme 3.3.1 Si U est une fonctwn dériva tmctement positive sur I alors
InU _est dérivable sur I et on a :

U U !

(V) = 5 | & Ve e I, (nU() = o

NB : /
U ! U "V —-V'U
1 1 — Zr-vE.

iz Exemple 3.3.2 Calculer f ans chacun des cas suivants :
1
o f(z) =3z +7); x+ f(2) =In|o® + 2 + 3|
r+1

PN §

Remarque 3.3.1 Une r@ve de U est In |U]|

1= Exemple 3.3.3 Déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :

2z + 1
a. f(z) 224+ 2245’ /(@) r? —1 b
Indication : Pour b. on détermine les réels a et b tels que f(x) = i 1 + 1
x x —

iz Probléme 1
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3.3 Fonctions Composées avec In : f(z) = In(U(z)) 23

Partie A : Soit g la fonction définie par g(x) = (z + 1)+ 2 — 2In(z + 1)
1. Etudier les variations de g.
2. En déduire le signe de g(x) .

2 21 1
Partie B : Soit f la fonction définie par f(z) = T N Ill(x +1)

1. Déterminer D f puis calculer les limites aux bornes de Df.
2. Etudier les branches infinies de (Cf). Préciser les positions relatives de (Cf) par
rapport a l'asymptote oblique.

3. Montrer que f est dérivable sur | — 1;+o0o| et que Va €] — 1; +o00[, f'(z) =

4. Déterminer une équation de la tangente (7°) & (Cf) au point d’abscisse 0.
5. Montrer qu'il existe un unique point A de (Cf) ou la courbe a;une tangente

parallele a 'asymptote oblique.Déterminer alors les cordonnées d A.

6. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variati
7. Construire (Cf).

Partie C :
1. Montrer que f réalise une bijection de I =] — 1; +o0[ vers ua, intervalle J & préciser.
2. Soit f~! sa bijection réciproque. @

a) Calculer f(0).f~! est-elle dérivable en 07 Si oui, C&NI (f71(0).

b) Construire (Cf~1), la courbe de f~! dans le mémgvere

zProbléme 2 @ :

Partie A : Soit g la fonction définie définie pa L —2In(z +1).

Dag.

2. Calculer ¢'(x), étudier son signe, puis r le tableau de variations de g.

3. Calculer ¢g(0). Montrer que ’équation gf#) = 0 admet exactement deux solutions
dont I'une que l'on désigne o €] — 0472; 1] .

3. Déterminer le signe de g(z).

Partie B : Soit f la fonction déﬁ@mar flx) =
%

courbe représentative dans un r&re orthonormé (O, i, j).
1. Déterminer le domaine de ck& on Df de f puis calculer les limites aux bornes de

1. Déterminer Dg, le domaine de définition d i is calculer les limites aux bornes de

In
M On désigne par (Cf) sa

Df.
2. Calculer f'(x) et déduire=a

3. Montrer que f(a) =
a=-—0,715

aide de la partie A, son signe.

. En déduire une valeur approchée de g(«) en prenant

4. Dresser le tableau ariations de f. 5. Construire Cf dans le repere (O, ?, ?)
(unité 2cm).
1 1 1
Partie C : Soit h la fonction définie sur |0; +oo[ par h(x) = nrt+l) :
x? z(r +1)

1. Déterminer les fonctions u et v telles que h(z) = u/(z)v(x) + v'(x)u(x). En déduire
une primitive de h.

1 1 1 , . o
————— = ———— déterminer une primitive de ——.
r(z+1) =z z+1 x(r +1)
3. Déduire des questions précédentes une primitive de f sur ]0; 00|

2. Aprés avoir vérifier que

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



3.4 Fonction logarithme de base a 24

iz Probléme 3

Partie A : Soit g la fonction définie par g(z) =z +1— 2z 4+ 1)Inz

1. Déterminer f’ et f” les dérivées premieres et secondes de f. 2. Déterminer le sens
de variations de f’. En déduire le signe de f'.

3. Dresser le tableau de variations de f.

4. Démontrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans |0; +o00] et

que 1 < o < 2. Donner un encadrement de o & 107! pres
5. En déduire le signe de f(z) .
In

Partie B : Soit g la fonction définie sur |0; +oo par g(r) = —; n
T
1. Montrer que Vz €]0; 4+o00[, ¢'(x) a le méme signe que f(z).

2. Mont = .
ontrer que g(«) oo —1) Q)
3. Dresser le tableau de variations de g.

4. Ecrire une équation de (A) tangente a (Cg) au point A(0s1

5. Construire (Cg) et (A) sur le méme graphe.
o

3.4 Fonction logarithme de b a
Définition 3.4.1 Soit a €]0; 1[U|1; +00[. On appell® fonction logarithme de base a, la

In
fonction notée log, et définie par log,(z) = £

Conséquence 3.4.1 Q)

e log,(a) =1
e Sixz >0,y >0 alors log,(zy) = log,(x) + log,(y)

e log,(1)=0
Dérivée % 1 1 ]
log, est dérivable sur ]0;+oo] et &a s (log,) (z) = — x — =

Ina  x zlna
o Sia€l0;1]. @;

& Ina < 0= (log,) (z) o < 0 alors log, est strictement décroissante sur
na
10; +o0l. W

Inx
* I toral) = Mgl
. . nr
& lim log,(z) = Hm 3= =00

& Tuableau de variations
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3.4 Fonction logarithme de base a

z 0 ‘ +00
(log, )(z) I-I _
+0a I'I
log, \‘\\\
o Sia>1.
& lna > 0= (log,) (x) = i 0 alors log, est strictement croissante sur
zlna

10; +o0]. ﬂ]
) . Inzx

& a:li{(r)lJr 10ga(x) N :cli>I(I)l7L @ -

& lim log,(z) = lim BTN

T—~+00 z—+oo In a
& Tableau de variations @
3' 0 ‘ +00
(log, /(=) L

log,

Cas particuliers : @S
1
e Logarithme de base 10 ou loga@ cimal : log,y(z) = %
n
e Logarithme de base e ou logarithme fiépérien : log,(x) = ln_x =Inzx

AN S
S

O
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3.4 Fonction logarithme de base a

26

Inspection Académique de Saint-Louis

Année Scolaire 2016-2017

Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Classe : T'S,

Série n’3 : Fonction Logarithme Népérien

wlxercice 1
Déterminer le domaine de définition de
chacune des fonctions suivantes :

a) f(z) =2In(3z—5); b) f(z) = In |42 +

bx — 9|

c) f(x) =In(l —xz) —{2— ln(1—4.7: -9);

) s = w(T ) o) fl) -
11z -9

2¢+ 3

x? rlnw
f —1 : -
) fle) =t (25 )i 0) fla) = T
h)f@»—»n@x+@2¢>f@)—1nfx_4

B ) ’ o lz+3

) @)= —
iz Exercice 2
1. On considere P(z) = 3z® —8z% —x+10.

a) Calculer P(2).
b) Résoudre dans R les équations e
inéquations suivantes :

e3ln’z—8Inz —Inz+10=0
e3ln’zr — 8"z —Inx + 10 > 0.

1= Exercice 3
1. Résoudre dans R les équations @

inéquations suivantes :
a)In(z +1)+In2r +1) =

b)21n(ac—|—) In(x + 3)
¢) (Inz)? —31nx+4<
d) (Inz)?

)ln <O

2. Resoudre dans R les systemes d’équa-
tions suivants :

(Inz)(Iny) = —15 b) 2+ y? =
In(zy) = —2 Inz+1Iny =
3. Trouver le plus petit entier n tel que
35\"

L—QQ > 0,99,

wlxercice 4

1. Etudier la limite en 0" et en +oco de f

dans chaque cas :

a) f(x) =+vzlnx;
—a:ln
en —i—oo:

2 Calculer la limite d if
a) f : b)
2
1) — Inxz; c@ M
2r +1

x
In ( rz—1 >®
3. Soit 2onnction définie par f(x)

In|z &
erminer D f.

ln 1—|—3x

= In(z —

In |z

alculer les limites aux bornes de
Exercice 5

éciser ’ensemble de dérivabilité de f
is calculer f'(z) :

a) f:E(-f) = 2?In(z — 1); b) f(z) =
a:ln(l_a)

¢) flz) =v1—Inz;d) f(x) 12230

e) f(:z:):li,f) flz)=—+Inzx

g) f(z) = In(a® + 2+ 1); h) f(z) =
(lnac)z;

! r+1

i) f(x)zln( +2>.

2. Etudier les variations des fonctions f, g,
h et k définies ar

x—1 1
10 f@) wa+1»g@) 2z
] _lnx—|—2. B 2 B
>%&”‘mx—1“@”_x+1 In(z+
1

1= Exercice 6
Soit f la fonction définie par
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3.4 Fonction logarithme de base a
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flx)=zlnz—2 st x>0

f(0)=0

1. Déterminer D f puis calculer les limites
aux bornes de D f.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 07. Interpréter les résultats.
3. Etudier les variations de f.
4. Construire la courbe de f.
1= Exercice 7
1. On donne g(z) =

a) Calculer ¢'(x)
tions de

g.

b) Déterminer le signe de g(z).

214
2. On considere f(z) = <x —5 > Inz
x

—8lnz + 22 +4.
puis étudier les varia-

a) Déterminer Df puis calculer les li-
mites aux

bornes de D f.

b) Calculer f’(x) puis montrer que

Va €]0; +oof, f(x) = giﬁ)

b) Dresser le tableau de variations de
f.
iz Exercice 8
Soit g(x) =2r —2 —xlnz.
1. Etudier les variations de g.
2. Montrer que I'équation g(z) = 0 admet
deux solutions « et § sur |0;4+o00| et gue
0<a<eetd < <b préciser Ja vaz
leur exacte de .
3. En déduire le signe de g(x).
i=Probléeme 1
Partie A : Soit h la fonction déffhiepar

h(z) = 2° 4+ 2v +In|z + 1].
1. Etudier les variations de hy
2. Calculer h(0) et h(—2). &&n déduire le
signe de h(z) sur | — og; —2[U]0; +o0l.
Partie B : On considére lazfonction f dé-

finie par
In |z + 1|
o) =—"Z7 ¢
1. Déterminer D f puis calculer les limites
aux bornes de D f.
2. Montrer que Vo € Df, f'(z) =
h(x)
(x+1)%
3. Dresser le tableau de variations de f.
4. a) Montrer que la droite (D) d’équation

y=—x

est asymptote a la courbe (Cf).

b) Etudier la position relative de (Cf)
par

rapport a (D).
5. Montrer que le point I(—1;1) est un
centre de symétrie de (Cf) .
6. Construire la courbe (Cf).
7. Montrer que :

_In(z+1)

Ve €] —1;400], f(z) p—]

En déduire une prmitive F' de f sur
| — 1;+o0].
i=Probléme 2
Partie A : Soit g I&fonétion définie par

2z

g(x) = 1T 2 In(z +1).

1. Déterminer lefdomaine de définition Dg

de g puis étudiegles limites aux bornes de

Df.

2. Dresser le tableau de variation de g.

3. Montrgr q@é I'équation g(z) = 0 admet

une higue Bolution a sur [0; +oo[ et que

3,6 <@ <M.

5. Déterminer le signe de g.

Pamtie’B : Soit f la fonction définie par

In(x 4+ 1)

fz) = NG
f(0)=0

et (Cf) sa courbe représentative dans

st x>0

un repére orthonormé (O, 1 ,7).(unité 2
cm)

1. Déterminer le domaine de définition D f
de f.

2. Calculer les limites aux bornes de D f.

3. Etudier la continuité et la dérivabilité

de f en 0.
2/«

4. Mont = .

ontrer que f(«) T+ o
5. Montrer que Vz €]0;+o0l,
9(x)
21
6. Etudier les variations de f puis dresser
son tableau de variation.

7. Etudier les branches infinies de (g f )_>
8. Construire C f dans le repere (O, i, j)

Partie C : Soit & la restriction de f a l'in-
tervalle I = [a; +00].
1. Montrer que h réalise une bijection de 1

fix) =
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vers un intervalle J a préciser.

2. Etudier la dérivabilité de h~! sur J.

3. Calculer h(4) puis (h~')(In(v/5)).

4. Construire (Ch™'), la courbe de h~!
dans le repere (O, i, 7).

1 Probléme 3

Partie A : On considere la fonction g défi-
nie sur |0; +-o0[ par g(z) = 1+2° —22* In z.
1. Dresser le tableau de variations de .
2. Montrer que ’équation g(z) = 0 admet
une unique solution A telle que 1,89 < A <
1,90.

2. En déduire le signe de g(x).

Partie B : On considere la fonction f dé-
Inz

finie sur ]0; +-oo[ par f(z) = T
et (Cf) sa courbe représentative dans
un repere orthonormé (O, ?, 7) (unité
2cm).
1. Calculer les limites aux bornes de D f.
2. Etudier les branches infinies de (Cf).
3. Calculer f'(x) puis montrer que
. oy 9@)

v G]Oa +OO[7 f (l’) - ZL‘(l + ZL‘2)2.
4. Dresser le tableau de variations de f.

1
5. Montrer que f(A) = e
%

6. Construire C f dans le repere (O, i, j ).
Partie C : Soit & la restriction de f a Jin-
tervalle I = [2; 00|

1. Montrer que h réalise une bijection de [
vers J a préciser.

2. Soit h~! la bijection réciproquésds h.
Etudier la dérivabilité de At sur®.

In3
3. Calculer h(3) et (Y <L

—
J

10

4. Construire dans le repere (@,
(Ch™1) la courbe de h71L.

1= Probléme 4

On considere la fongtion /f définie sur
[0; +-00[ par

flz) = 1+ In(x + 1) et (Cf) sa
courbe représentative dans un repere or-
thonormé.
1. Calculer IIL%L f(z) et xgrfoo f(z) .
2. Etudier les branches infinies de (Cf).
3. Etudier les variations de f.
4. Montrer que dans [0;+oo[ 1’équation

- —
i, 7 )

9

f(z) = x admet une unique solution [
et que 1 < < 3. (On pourra étudier
g(x) = f(z) — )

5. Montrer que sur [1;+o0[ on a : 0 <

1
flx) < 5
6. En appliquant les Inégalités des Accrois-
sements finis, montrer que |f(z) — | <

o5l
7. On définit la suite (u,,) par :
ug =1
Unt1 & Nw), Yn>0
a) Montrer que & suité (u,) est crois-
sante et
u, > 1, Vn > 0.
b) En déduiregue :

1
[Ung1 — BIRS 5 b, — B],Yn >0 .

¢) Montrggalors que :
i — GAEM5) o — 819> 0.
d) Déterniiner le plus petit entier p, si
possibléntel que |u, — 8] < 1071
(@Qfggmarquera que |ug — S| < 2).
1= Probleme 5
Partie A : Soit g la fonction définie par
g(r) =2 +Inz — 2.
V. Etudier les variations de g puis dresser
soh tableau de variations.
2. Montrer que I'équation g(z) = 0 admet
une unique solution S sur |0; +o0o[ puis vé-
rifier que 1,3 < 8 < 1,35 .
3. En déduire le signe de g(z).
Partie B : Soit f la fonction définie par

2
fla) = T o) désigne par (C))
sa courbe représentative dans un repere or-
thonormé (O, i, j).
1. Déterminer le domaine de définition D f
de f puis calculer les limites aux bornes de
Df.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 0. Interpréter les résultats.
3. Etudier les branches infinies de (Cf).
4. Préciser la position relative de (Cf) par
rapport a la droite (A) : y = x.

28% — 1
5. Montrer que f(5) = .

6. Calculer f'(x) puis dresser le tableau de
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variation de f.

7. Construire C f dans le repere (O,

(unité 2cm).

Partie C : Soit h la fonction définie sur
I =11,3;1,35] par h(z) = V2 —Inz.

1. Montrer que I'équation g(x) = 0 est

équivalente a l'équation h(x) = .

2. Montrer que h est décroissante sur I et

que pour tout x de I, h(x) € I.

1
4. Montrer que Vx € I, |V (z)| < 3

Partie D : On considére la suite (uy,)ner

- —
i,7)

Y

« L’ignorant affirme, le savant

Aristote

=1,3
définie par Ho ==

Unp+1 = h(un)
1. Montrer que pour tout n, on a :
1
|un+1 _ﬂ| S g |un _B|
5 /1\"

2. En dédui < (3)

n déduire que |u, — §| < 100 \3
3. En déduire la limite de (U,).
4. Déterminer le plus petit entier naturel
p tel que |u, — 3] < 107%. Que représente
B pour uy,?
mage réfléchit»
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CHAPITRE
Fonction exponentielle

4.1 Généralités Q}

Définition 4.1.1
La fonction In est continue et strictement croissante sur | [ alors elle réalise une
bijection de |0; 4+o0[ vers R.

On appelle fonction exponentielle notée exp la bijection 7%&&9 de la fonction In.

Ainsionaexp : R —  ]0;400]
x = exp(x)=¢€" G

Conséquence 4.1.1 °
e La fonction exp est définie sur R.

o Vx € R et Vy €]0; 400, on alnx =y < x = ev.
eVreR, ona:lne* ==z

e Vx €]0; +00|, on a : e = 7.
e La fonction exp est strictement croissante &R.

x et >e¥ s x>y,

et <ed s r<y. Q)
x e = o ax=y.

x el =1,

e Les courbes des fonctions In et exp sont symétriques par rapport a la premiére bis-
sectrice (la droite d’équation y = x)

Propriété 4.1.1 Pour tous r@'et bona:

o "V =¢e? x e,
ea
.eaib—iy Q
€b
1
ec ‘= —;
ea
° ea)nzena7 n e
1

i Exercice d’application 4.1.1

1. Simplifier A(z) = (e* + e *)* — (" —e ™) .

2. Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
a. ¥ —3e*+2=0
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b. €7 —4e* 4+ 3e” < 0
c. 4e** +11e” — 3 = 0.
d.e"+5—6e " =0.

3. Résoudre dans R? les systémes suivants :

3e” +2e¥ =13 ) ety =4 ety = e
a. ) c.
—e* +5e¥ =7 e’ +eV=3 xy =12

4.2 Etude de la fonction exp

xT

Soit f la fonction définie par f(z) =e

4.2.1 Domaine de définition W

La fonction exp est définie sur R. Alors Df =R %

4.2.2 Limites aux bornes

Propriété 4.2.1 \Q)
3
Ny

o lim ¢"=0;e lim e'=+400
T——00 T—+00

er o
e lim — = +o0

T—+00
4.2.3 Branches infinies S

e lim ¢ =0 donc la droite d’ ?qua,tion%o est une asymptote horizontale en

T—r—00
= Q
6$
o lim " =4o0et lim — =4 lors 'axe (OY) est une branche parabolique
T—+00 r—+00 I
en +o0o
4.2.4 Dérivée et sens d riation

Theoréme 4.2.1 La fonction &st dérivable sur R et Vxr € R on a :
(exp)'(z) = (") = €”.

Preuve 4.2.1 O

1
La fonction In est ddgivable sur ]0;+oo] et Vo > 0, In'(z) = = # 0 donc la fonction
T

exp est dérivable sur T étant la bijection réciproque de la fonction In.
Vy € R ! = L Inx =
y e R, (exp)(y) = (@) avec Inx =y
1
-1
x
=z
oY
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e cxp est dérivable sur R et Vo € R, f/(x) = e”.
e alors f est strictement croissante sur R

4.2.5 Tableau de variations

4.2.6 Equation de la tangente en 0 et en 1

e La tangentes a (C.,p) d’abscisses 0 a pour équation : (1p) : y = ex
e La tangentes a (C.p) d’abscisses 1 a pour équation : (71) :y =2 + 1

4.2.7 Tableau des valeurs
z [05]0] 1] 2
e* 106 |1]27|74

4.2.8 Courbe représentative de la fonction exp:

tal 4 3 2 <=1 /o 1 2 3 4 & £
ey !
" !
!
o -
y lr." 1
e ."I
- !
& {
- ! o

x
T
x
o lim z%*=0;e lim —
T——00 z—+oo &
e’ —1
=1

e lim ze" =0;
T—r—00

e lim
z—0 x
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4.3 Fonctions composées avec exp : f(z) = eV

Soit f(r) = f(z) = V@,

4.3.1 Domaine de définition
f(z) = V@ existe & U(z) existe. Alors Df = DU

4.3.2 limites lim e/®
r—a

i limU(x) =1 Q}

et alors lim eV® = [/
r—a
lime* =1

r—l

i Exemple 4.3.1 Pour chacune des fonctions suivantes ier le domaine de

r
définition et les limites aux bornes : \le

et +e* 6—1

a)f(m):x—ew;b)g(m)—i'c)h ) =z+
r—3

d) j(r)=er+2;¢) k(m):ilge ‘n(@—i—&z

4.3.3 Dérivées

Proprlete 4.3.1 Si U est demvable sur un m va le I alors eV est dérivable sur I et

ona( )—U’UcadV:UGI

= Exemple 4.3.2 Calculer f'(x hagz des cas sutvants :
2x
a) f(x) =er+ 1) f(z) =e**? n(l+e%);d) flz)=e
e’ + e’m

e) fla) = =

&

4.3.4 Primitives Q}
Propriété 4.3.2 Si U est@ ble sur un intervalle I alors U'eV admet sur I des

primitives F' la forme Fy= k avec k une constante réelle.

iz Exemple 4.3.3 Dé iner les primitives de la fonction [ définie par :
2
f(x) — (x _ 1>e3x —6z+1 )

wwExercice d’application 4.3.1 Soit f la fonction définie par f(x) =

et +1°
1. Déterminer Df et calculer les limites aux bornes de Df.
4
2. Mont Ve e R, = 2 — )
ontrer que Yz flz)=x+ e

3. Montrer que (Cf) admet deux asymptotes obliques (Dy) et D) respectivement en
—00 et en +00.
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4. Etudier la position relative de (Cf) part rapport a (Dy) et Ds).
5. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.
6. Construire (Cf), (D) et Dy)

4.4 Fonctions puissances (fonction exponentielle de
base a)

Définition 4.4.1 Soit a un réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle
de base a, la fonction f définie sur R par f(x) = exp,r = a”

NB : % = elnaz — exlna W
eSia=1, f(x) =1 : fonction constante .
e Sia=e, f(r)=e€": fonction exponentielle.

Propriété 4.4.1 Soient a > 0, x et y deux réels. On a :

o a*M =% x a¥; @
= ‘z ’
o (a") =a"; . Q

4.4.1 Dérivée et sens de variation

La fonction exponentielle de base a est déri sur R et on a :

Vr € Rona:

f’((E) — (a:c)/ — (egclna>/ — lnaexlna = g%
On sait que a® > 0 alors f'(z) est du

e Sia€|0;1].

& Ina < 0= f'(z) <0 alors exp,

R.

& lim exp,(x ): lim ezln“%)o
& lim exp,(r) = hm e &

signe de Ina

rictement décroissante sur

T—>+00

& Tableau de variations N

\ x +o0

(expa ) () \ _
400
exp, \
eSia>1.

& Ina > 0= f'(x) > 0 alors exp, est strictement croissante sur
R.
s xl_l}I_Iloo exp,(z) = lim e

T—r—00

zlna =0
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lim e )= lim "% = 400
&x—H-oo Xpa( ) T—r+400 +

& Tableau de variations

\ i — g +0o0

(expa)'() \ +

exp, /
wProbléme 1 C\]

2
T In(z

+00

Partie A : Soit ¢ la fonction définie par g(x) =

1. Déterminer le domaine de définition Dg de g puis étudier les limites aux bornes de

QO
2. Dresser le tableau de variation de g. N
3. Montrer que 'équation g(z) = 0 admet une unique soluti¥n « sur [0; +oo[ et que
3,6 < a<A4.
5. Déterminer le signe de g.
1
o - .
r)=(1-xz)ex si x<0
. . . . /7 . . l 1
Partie B : Soit f la fonction définie par f : = fz) = n(r+1) si 20
NI
f(0)=0 oL
et (Cf) sa courbe représentative dans un re rthonormé (O, i, j ).(unité 2 cm)
. Déterminer le domaine de définiti de f.

. Calculer les limites aux borne
. Etudier la continuité et la dérivabilité de fenO.
9(z)
2z
. Etudier les variations de fypuis dresser son tableau de variation.
. Etudier les branches infini (C’ -
7. Construire Cf dans le @(O i ,_>).
Partie C : Soit h la restrl de f a lintervalle I = [ov; +00].
1. Montrer que h ré e bijection de I vers un intervalle J a préciser.
2. Etudier la dérivabilitd de h~! sur J.
3. Calculer h(4) p Y (In(v/5)).
4. Construire (Ch™1), la courbe de h™! dans le repere (O,

. Montrer que Vx €]0; +o00], ) =

SOt A~ W N

2

izProbléme 2

1
Partie A : On considere la fonction g définie sur R* par g(z) = <1 + —) er + 1.
T

1. Déterminer les limites aux bornes de ’ensemble de définition de g.
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2. Dresser le tableau de variation de g.
3. En déduire que Vz € R*, g(x) > 0.

f(:zc):lx1 sio x<0

+ex

Partie B : Soit f la fonction définie par f : z —— fl)=2(l—nz)® si z>0
f(0)=0 o

On désigne par (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0, i , 7 ).(unité

2 c¢m)

1. Justifier que f est définie sur R.
2. Calculer les limites aux bornes de D f.
3. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. Interpréteﬂ?fsultats.

1 1
4. Montrer que la droite (D) déquation y = 571 est asy%a (Cf) en —o0

1
(On pourra poser X = —)
T
5. Etudier la nature de la branche mﬁmes en +oo

6. Montrer que Vz €] — o0; 0], f'(x) = o ez \@
‘U’

7. Dresser le tableau de variation de
8. Construire Cf dans le repere (O, i, 7 J).

Partie C : Soit A la restriction de f a I’mtervalle I = le;
1. Montrer que h réalise une bijection de [ Vel
le tableau de variation de h™!, la bijection régi
2. Etudier la dérivabilité de h~! sur J.
3. Calculer h(e?) puis (1) (e?).

4. Construire (Ch™1), la courbe de h™! d@e repere (0, _z'>7 7)

%

&
&
5

OO

tervalle J a préciser. Dresser
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Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Inspection d’Académie de Saint-Louis

Classe : T'S,

Série n’4 : Fonction Exponentielle

1 Exercice 1
1. On considere P(z) = 3z —8z% —x + 10.
a) Calculer P(2).
b) Résoudre dans R les équations et
inéquations suivantes :
0 33" — 82 — e+ 10=0
o 33 — 8e?® — e 4+ 10 > 0.
i Exercice 2
1. Résoudre dans R les équations et
inéquations suivantes :
a) ew-l—l _ 62x+1 _ O
b) 26x+1 _ €x+3 =0
c) e* —3e" —4 <0
d) e%+%—2:0.
i Exercice 63
1. Soit f la fonction définie par f(z) =
e — 1.
a) Etudier les variations de f.
b) Démontrer que sur [—1; —i],
I’équation
f(z) = x admet une unique solution .
¢) Montrer que pour tout x deA*inter-
valle

3 1
{—1;—1}, ona: |f(x)] < X
2. On considere la suite (u,,),en d8finie par

Ug = —1
Uny1 = f(un)

a) Démontrer parfrécurrgnce que pour

tout n,

3
—1<u, <-=.
Sun S —

b) Montrer que pour tout n, on a :
1
1

on+2°
d) Etudier la convergence de la suite

c¢) En déduire que |u,, — A| <

zProbléme 1

Partie A : Soit ¢ la fonction définie
2

sur ]O;%—loo[ par : g(z) = 1o +

In (1+§)

1. Etudier les variatiehs®de g et dresser le
tableau de variations de’g.

2. Montrer que ’équation g(z) = 0 admet
une unique solutigh)a et que 0,5 < a <
0, 6.

3. En déduiresle signe de g sur |0; 400l
Partie B : Sgit) la fonction f définie par :

f(x)len(lqt;l) si x>0
s (x + l)e_g st x<0
FO0)% 0

O désigne par (Cf) la courbe représen-

tative de f dans un repere orthonormal
-

(9, i,7)

1. Déterminer ’ensemble de définition de f

et calculer les limites aux bornes de celui-

ci.

2. Etudier la continuité puis la dérivabilité

de f en O . Interpréter graphiquement les

résultats.

3. Etudier les branches infinies de (Cf) .

4. Montrer que pour tout z appartenant a

10; +-00f, f'(x) = g().

5. Etudier le sens de variation de f et dres-

ser le tableau de variations de f.

2
6. Montrer que f(«a) = 1o
7. Tracer (Cf). (On prendra a=0,5 et
unité=2 cm)
On précisera 'équation de la tangente au
point d’abscisse —1.

8. Soit h la restriction de f sur | — oo; 0.

a) Montrer que h réalise une bijection
de
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| — 00; 0] sur un intervalle J a péciser. flz) = 21 <x + 1) s 750
x
nie par l _
b) Tracer (Ch™') la courbe de h~! dans flx)=zer si <0
le méme repeére. f(0)=0

1=Probléme 2
Partie A : On considere la fonction g dé-
1
finie par g(z) =1 — — + Inx.
x
1. Etudier les variations de g puis dresser
son tableau de variation.
2. Montrer que I’équation g(z) = 0 admet
une unique solution dans ]0; +o0].
3. Calculer g(1). En déduire le signe g.
Partie B : Soit f la fonction définie par :

r <1

frx— :
si X

flz)=(x—1)Inz
et (Cf) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (0, i, j ).
1. Justifier que f est définie sur R puis
Calculer les limites aux bornes de Df.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 1. Interpréter les résultats.
3. Montrer que Vz €]1; +oo|, f'(z) = g(z).
4. Dresser le tableau de variation de f.
5. Etudier les branches infinies de (Cf).
6. Etudier la position relative de (C f)par
rapport a son asymptote oblique.
7. Construire C f dans le repere (O, 7, J).
(on placera le point de Cf d’abscisse 4
Partie C : Soit h la restriction dé f a
I'intervalle I =|1;4o00] 1. Montier que h
réalise une bijection de I vers um intervalle
J a préciser.
2. Etudier la dérivabilité desag sur J.
3. Calculer h(2) puis (hal){ln2).
4. Construire (Ch~') la &purbe de h~!
dans le repere (0, i , Gy
1=Probléme 3

1
Partie A : Soit g() = 2In (") -
x
1
T+ 1

1. Etudier les variations de la fonction g.
2. Montrer que g(z) est strictement positif
sur Uintervalle [0; +o0].

Partie B : On considere la fonction f défi-

1. Prouver que la fonction f est bien défi-
nie sur R.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 0 puis sur R.

3. Etudier les branches infinies de g.

4. Montrer que pour x > 0 on a :
fi(@) =xg(z) .

5. Dresser le tableau,de vafiation de f.

6. Construire la counende g et celle de
sa réciproque dans un.méme repere ortho-
normé (O, i, j).

1= Probleme 4

Partie A : 56it ¢ "Ta fonction définie par :
fartie A

ffmy = 2> — 2Inz.
1. Dresser le tableau de variations de wu.
2. En déduirdle signe de u(z).
PartiesB : On considere la fonction g défi-
24 2Inz
nie par f{z) = v T
(1—2x)e* si <0
et (Cf) sa courbe représentative dans

x>0

unYfepere orthonormé (O, ?, J ) (unité
2c¢m).

1. Justifier que le domaine de définition
Df de f est R puis calculer les limites aux
bornes de D f.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité
de f en 0. Interpréter les résultats.

3. Etudier les branches infinies de (Cf).

4. Etudier la position relative de (Cf) par
rapport a I'asymptote oblique sur ]0; 400].
4. Dresser le tableau de variations de f.
5. Montrer que ’équation f(x) = 0 admet
une unique solution « dans ]0; +oo] et que
e?<a <‘e_1 .
6. Construire C f dans le repere (O, i, j ).
1 Probléme 5

Partie A : On considere la fonction g dé-
finie par g(z) = (1 —2)e " — 1.

2. Etudier les variations de g puis dresser
son tableau de variations.

3. Calculer ¢(0) puis en déduire le signe de

g(z).
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Partie B : Soit f la fonction définie par
flz)=—x+e™ si <0
f(xy=Inl2z* —1] s x>0

On désigne par (Cf) sa courbe repré-

sentative dans un repeére orthonormé

= =

0,7.7).

1. Déterminer le domaine de définition D f

de f puis calculer les limites aux bornes

de Df.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité

de f en 0. Interpréter les résultats.

3. Etudier les branches infines de (Cf).

4. Calculer f’(z) puis dresser le tableau de

variation de f.

5. Déterminer, lorsqu’ils existent les points

d’intersection de (Cf) avec I'axe des abs-

cisses.

6. Montrer qu’il existe un unique point G

« L’ignorant affirme, le

Aristote

de (Cf) en le quel la tangente (T") est pa-
rallele a la droite (A) d’équation y = —z.
Donner une équation de cette tangente
(T). N
7. Construire C f dans le repére (O, i, j ).
Partie C : Soit & la restriction de f a I'in-
tervalle I = [0;1].
1. Montrer que h admet une bijection h~1
dont on précisera I’ensemble de départ J
2. Dresser le tableau de variation de h=1.
3. h~! est-elle dérivable en yy = 07 en
d%une équation
de la tangente ou i-taligente au point
d’abscisse .
4. Expliciter h™'(z) potr tout = € J.

5. Construire (@), la courbe de h~!

dans le repéﬂx 7)

3
Yo = In—"7 Si oui

Y

nt doute, le sage réfléchit»

Q

\

S

N

&

&
S
O
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CHAPITRE )
Suites Numériques

Introduction historique Q,)

Dés I’Antiquité, Archimeéde de Syracuse(-287;-212), met engdeuvre une pro-
cédure itérative pour trouver une approximation du nombre 7. Il encadre le cercle par
des polygones inscrits et circonscrits possédant un nombre dQ@zés de plus en plus
grand. Par ce procédé, Archimeéde donne naissance, sansyle ‘Ssavoir, a la notion de
suite numérique.

Vers la fin du XV I/e siecle, des méthodes semblables son isées pour résoudre des
équations de facon approchée pouir des problemes de 1 urs, d’aires,...

Un formalisme plus rigoureux de la notion de suite njapgparaitra qu’au début du X7.Xe
siecle avec le mathématicien frangais Augustin Lo auchy (1789; 1857).

Augustin Q& Cauchy (1789; 1857)
\

5.1 Généralités @

Définition 5.1.1 On e uite numérique toute application d’une partie non vide
I C N q valeurs dans

U:ICN — R
n — U(n)
I est appelé 'ensemble de départ de la suite ou l'ensemble des indices de la suite.

i Fxemple 5.1.1 U:N — R
n o~ n?+1

On a alors U(n) =n?+1 . U est une suite numérique
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Notation :
e On note U, au lieu de U(n) l'image de n par U .
e U, selit "U indice n" ou simplement "U,".

o La suite U se note (Up)ner ainsi les images des entiers 0;1;2;3;... se notent
respectivement Uy; Uy; Us; . . ..
e Uy; Up; Us; ... sont appelés les termes de la suite.

e Si Uy existe, il sera appelé le 1° terme de la suite.

i Fxemple 5.1.2
2n

Soit la suite (Up)nen définie par : U, = 1 Calculer les 4 premjews termes de la
n
suite. %
Corrigé
2x0
P =0 Uy = =0
ourn on a : Uy (2) n %
X
P = 1 N U = = 1
our n on a : U % n % } Q)
X
P = 2 N = = — \
our n on a : U %+£1)) %
X
P - : - — 5 G
ourn=3 ona:Us 311 2

Remarque 5.1.1 ° Q

N\

o U, traduit le terme général de la suite (Uy)n

e SiaeN eton ala suite (Uy,)p>q alors U premier terme de la suite.

e Sia €N et on ala suite (Uy,)p>q alors U t le premier terme de la suite.
5.1.1 Suite définie par une exp11c1te

On dit qu’une suite est définie d’'une maniere explicite si on peut calculer un terme

quelconque sans connaitre les autres.

explicite.

1w Exemple 5.1.3 La suite (Un){ finie par U, = vV/n? + 1 est définie de maniére

5.1.2 Suite définie p ne forme formule de recurrence
Activité 5.1.2.1

. Y Up=1
Soit (Uy,) la suite définge pa

Un+1 == 3Un + 1

Calculer les 4 premiers termes de la suites.
Corrigé
OnalUy=1.

Pourn=0ona:Uy,=3Uy+1=U,=3Uy+1=3x1+1=4=U,=4
Pourm=1ona:U41=3U+1=U=3U+1=3x4+1=13= U, =13
Pourn=2ona:Uy1=3U+1=U3=3U,+1=3x13+1=40 = Us = 40.
On sait que chaque terme de cette suite se déduit a partir du terme précédent. Une telle
suite est dite définie par récurrence.
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5.2 Monotonie d’une suite

5.2.1 Suite croissante-Suite décroissante

Définition 5.2.1 Une suite (U,)n>n, est dite :

e croissante si'n > ng on a U,y > U, (oubien U, 1 — U, >0).

e décroissante si¥n > ng on a U,y < U, (oubien U,y1 — U, <0).

e constante si Yn > ng on a U,y = U, (oubien U,y — U, =0).

Une suite est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

NB : Les inégalités peuvent étre strictes et dans ce cas on dira que la suite est stric-
tement croissante ou strictement décroissante

Remarque 5.2.1 Pour étudier les variations de (U,) on peut etudier le signe de
Upt1 — U,.

15 Exemple 5.2.1 @
Ftudier la monotonie des suites suivantes :
a) (Uy,) la suite définie par U, = 3n + 2. \
Vo =0 fb’
b) (Vy) la suite définie par 0

Vi = VBTV, Vel
Corrigé ®
a) Uy = 3n+2. Caleulons Upyy —Uy. On a : Upyy ~Oy=3(n+1)+2—3n—2 =3 > 0

donc la suite (U,,) est strictement croissante.
b) Calculons V11 —V,. On a :
Vn—l—l -
6+ V i

Cherchons le signe de 6 + V,, — V2. Posons 6 + V,, — V2 =0. A = 25 donc V,,, = 3 et

Vi, = —2. D’ou le tableau de signe suivant :

Vn —00 -2 3 +00

6 + Vn - VT? - + -

Vn+1 — Vn + + B
OnaVyy —V,>0, VYV, @danc (V) est croissante .
Remarque 5.2.2 57 n) alors (U,)n>q a les mémes variations que f sur
la; 00|

-1
w Exemple 5.2.2 Soit (Uy,),>3 la suite de terme général U, = LQ
> n—

Remarque 5.2.3 Si Tous les termes de la suite (U,) sont tous positifs, pour détermi-

o 1
ner sa monotonie, il suffit de comparer avec 1.

n

o5i Uni1 > 1 alors (Uy,) est strictement croissante ;

U, . Lo
o 5i UH < 1 alors (Uy,) est strictement décroissante ;
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i Exemple 5.2.3 U, = (g) .
Theoréme 5.2.1 Si U, = f(U,), on peut raisonner par récurrence en utilisant les
variations de f.

e SiU; > Uy et f est croissante alors (U,) est croissante ;

e SiU; < Uy et f est décroissante alors (U,) est décroissante ;

e Si f est décroissante alors (U,) n’est ni croissante ni décroissante ;

Uy=0
w Exemple 5.2.4 Soit (U,) la suite définie par 0
Un—l—l =v2+
5.2.2 Suite périodique
Définition 5.2.2 On dit qu’une suite (Un>n€[ est périodique s4l existe un entier na-
turel non nul p tel que : Vn € I on ait Uyqp =
1w Fxemple 5.2.5 La suite définie par U, = (— Nque de période de pé-
riode 2 par : Uppo = (—1)"T2 = (—=1)" x (—1 @
5.2.3 Suite majorée-suite minorée-mi n&g bornée
Définition 5.2.3 N
o Une suite (Uy,)ner est dite majorée s’il existe un<é tel queNn eI : U, < M.

Le réel M est appelé un majorant de la suite
e Une suite (Uy,)ner est dite minorée s’il existd un réel m tel que ¥n € I : U, > m.

Le réel m est appelé un minorant de la sugte U, ).
o Une suite (Uy,)ner est dite bornée si ellenest d)la fois minorée et majorée c’est-da-dire
s’il existe deux réels m et M tels que Y I - m<U, <M.

1w Fxemple 5.2.6

1

Soit (Uy,) la suite de terme gérémle%: " 1 5" Montrer que :

n
a) U, est minorée par 0.
b) U, est majorée par 1.
c) U, est bornée. 0
Corrigé Q
5.3 Principe raisonnement par récurrence

Soit & démontrer une proposition (P,) dépendant d’un entier naturel n.

¢On vérifie d’abord que la proposition est vraie au premier rang i.e a la plus petite
indice ;

e On suppose qu’elle est vraie au rang n ;

¢On montre qu’elle est vraie au rang n + 1;
conclusion : On dit que la propriété est héréditaire c’est-a-dire elle est vraie quelque
soit n.
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i Exemple 5.3.1
Uy=2

1. Soit (U,) la suite définie par 1
(Un) finie p Una = 20,43

Montrer que ¥Yn € N; U, <6.
_n(n+1)

2. Montrer queVn>1:142+34+...4+n= 5

5.4 Convergence d’une suite

Définition 5.4.1
e Une suite (U,) est dite convergente s’il existe un réel | tel que int 4= 1.

e Si la limite n'existe pas alors on dit que (Uy,) est une suite div e

On retrouve toutes les propriétés des opérations sur les limites.

Jim U =1 ‘\Q)
Theoréme 5.4.1 —[>0

Vn €N, U, >0 0)

i3, Un = '&@
Theoréme 5.4.2 | | 1% Vn =1 @

= [ <!
Un <V,
Vo
g, Ve = L Y
lim W,, =1

Theéoréme 5.4.3 | { n—
= lim U, =1

n—oo

UnSVnSWnQ\

(%
lim V,, = &
n—o0
Théoréme 5.4.4 é li_)m U,=1

|Un — Vi

Théoréme 5.4.5 Soignt (05,), (V,,) deux suites.

Un <V,
— lim U, = —
n—o0
lim V,, = —
n—oo
Un>V,
= nlirn U, =+
nhngo V, =+
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Theoréme 5.4.6 Toute suite convergente est bornée mais la réciproque n’est pas vraie
en général.

Theéoréme 5.4.7 (de la convergence monotone)
e Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est convergente.

ww Exemple 5.4.1 Etudier la convergence des suites (Uy,) définies par :
—3n?4+4n—1 1 2
a) U, = nn;_—krll ;b)) U, —nsm< > c) U, = +smn

5.5 Suite du type U, = f(U,) %

5.5.1 Représentation des premiers termes

EY,

Activité 5.5.1.1 Soit (U,) la suite définie par o= 2
Un+1 + U,
1. Représenter les 4 premiers termes de la suite.
2. Que peut-on conjecturer.
Corrigé .
1. Le plan est muni du repére (O,1,J). Soit C la ¢ representatwe de la fonction
f(z) =v2+x et A la droite d’équation y = .
Construction de Uy
Soit My le point de C d’abscisse Uy = = ; I 07“ nnée de My est Uy = f(Uy).
Soit Py le point de (A) d’ordonnée Uy ; lab de Py est Uy.
Construction de Us
Soit My le point de C d’abscisse Uy ; 1 ée de My est Uy = f(Uy).

Soit Py le point de (A) d’ordonnée Uy ; l'abgcisse de Py est Us.

Cette méthode permet une construction, de proche en proche sur l'aze (OI), des termes
d’une suite définie par une formul récurrence. 2. D’apres le graphique, on peut
conjecturer que lorsque n prend d urs de plus en plus grandes, U, s’approche de
l, donclim, .U, =1. &

5.5.2 Limites évent Qﬁ

Theéoréme 5.5.1 Si ( ne suite convergente vers | et f une fonction continue
en l. Sachant que U,y = fU,) alors | vérifie I’équation f(l) =I.

U 1
ww Exemple 5.5.1 Soit (U,) la suite définie par 072

Up+1 2+ U,
1. Démontrer que Vn e N : 0 < U,, < 2.

2. Montrer que YU, € [0;2] on a : U,11 € [0;2] (f([0;2]) C [0;2]).

3. Montrer que la suite (Uy,) est croissante.

4. En déduire que (U,) converge vers un réel a déterminer.

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



5.6 Suites usuelles 46

i Exercice d’application 5.5.1
1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ;ln(l +e ).
a. Montrer que l’équation f(r) = x admet dans R une unique solution a et que
0<a<l.
b. Montrer que pour tout z > 0, |f'(z)| <

N

1
c. En déduire que pour tout x > 0, |f(z) —al < 1|x —al.
Uy = 0

Uni1 = f(Un)
a. Montrer que la suite (u,) est décroissante et que pour tout n € N : u, > 0.

1
b. Montrer que pour tout n € N : |u,41 — af < Z\un —al. a]

1 n
c. En déduire que pour tout n € N : |u, — | < (1> %
d. En déduire que la suite (u,) converge puis déterminer sa lirite.

e. Déterminer le plus petit entier p tel que |u, — a| < 10~%, Que représente

a pour U, ? \

2. Soit (uy,) la suite définie par {

5.5.3 Suites adjacentes

Définition 5.5.1 Deuz suites (U,) et (V,,) sont dites adjbcentes ssi
U <V, @

(U,) croissante )
(V) décroissante

lim U, = lim V,

n—-—+o0o n—-+oo &

5.6 Suites usuelles Q)

5.6.1 Suite arithmétique

Définition 5.6.1 Une suite (U,) ite arithmétique s’il existe une constante réelle
(ou complexe) 1 telle que U,y —UnF 1 ou Uy = U, + 7.
Le nombre réel r ainsi défini es € la raison de la suite.

= Exemple 5.6.1 Soit (Un@w’te définie par U, = Tn + 3. Montrer que (U,) est
une suite arithmétique.

5.6.2 Expression de¢ U, en fonction de n

Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme Uy. On a alors :
Un+1 —Un :T@UnJrl = Un+T.

Ul—U():’l“
UQ—UlzT
U3—U2:T
Un_Unflz'r
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En faisant la somme des égalités membre a membre et en simplifiant, on obtient :
Un—Uoznrﬁ‘Un:Uo—knr‘

Propriété 5.6.1 Soit (U,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme U.
Ona:U,=Uy+nr;U,=U+ (n—1)r.
De maniére général on a : |U, = U, + (n —p)r|

ww Exemple 5.6.2 Soit (U,) une suite arithmétique de raison 3. Dans chacun dans

cas ci-dessous, exprimer U, en fonction de n.
a) le 1¢ terme est Uy = 2;
b) le 1¢ terme est Uy =5 ;
d) le 1¢ terme est U3 = 6 ;

iz Exemple 5.6.3 Soit une suite arithmétique de 1¢ terme Uy et de raison r telle que
le 5¢ terme est —26 et le 11° terme est 30. Déterminer Uy, r e@Oe terme.

5.6.3 Somme de termes consécutifs d’un@ite arithmétique

Propriété 5.6.2 ° Q
_n(n+1)

Vn € N 142434+ = —=
n ,ona:14+24+34+...4+n 5 N

Preuve 5.6.1 Posons S=1+2+3+...4+n

8.
o

o+ m+)n+1)+(n+1)

S = 142+3+...+(n—2

S = n+n—-1)+n-2)

28 = (n+1)+(n+1)+(

n(n+ 1)
2

9D

Propriété 5.6.3
Soit (U,) une suite am’thmétique&mison r et de premier terme U,.

Uy + U,
.U0+U1+U2+...+Un®§+1)<OT>.

v e ).

25 = nn+1)& S=

U,+U,
e Uy+Up1+... 080U, = (n—p+1) (—” 5 >
P ] D ;
STCSA = nombredetermes < remicrterme ;_ ermerterme>

avec nombre de termes=indice du dernier terme-indice du premier+1

Preuve 5.6.2 (U,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme Uy. On a :
S=Us+Ui+Us+ ...+ Up_1 +U,.
VneN, U, =Uj+nr
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Up = Uy

U1:U0+T’
U2:U0+27’
U, =Uy+nr

En faisant la somme des égalités membre @ membre S = (n+1)Up+r+2r+3r+...+nr

S = (n+V)Ug+r+2r+3r+...+nr
= (n+DHUp+r(1+2+3+...+n)
(n+ DUy +7(14+2+3+...4n) ﬂ]
1
= (n+ 1)U + 7«_”(”; ) %
2U
- ey |2 \Q)
U, U
— (n+1) Uo + U t+nr + Ug +nr @
Uo —|— U
1= Exemple 5.6.4
Soit (Uy,) la suite définie par U, =2n +5 et U+ U +...+U,.
1. Montrer que (Uy,) est une suite arithmétiq nt on précisera la raison et le premier

terme.

2. Exprimer S, en fonction n. &?)

Remarque 5.6.1 Trois réels a, b et ¢ dans cet ordre sont en progression arithmétique
.b_a+c

La raison de cette suite est‘ & a=c— b‘

5.6.4 Suite géomé

Définition 5.6.2 Lafsuite\(V,,),e1 est dite géométrique s’il existe une constante q
Vn—H

telle que =q ou = qV,,. Le nombre réel (ou complexe) ainsi défini est appelé

n
la raison de la suite.

2 n
w Exemple 5.6.5 Soit (V,,)nen la suite définie par V,, = (5) Montrer que (V,,) est

une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme
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5.6.5 Expression de U, en fonction de n

Soit (V},) une suite arithmétique de raison ¢ et de premier terme V5. On a alors :
Vn—i—l

Va

I
S

SleSlss =
I l
S

. Q)

=q
n—1
En faisant le produit des égalités membre a membre et en simplifiafit, on obtient :
Vn = %qn

<

Propriété 5.6.4 Soit (V,,) une suite géométique de mz’sm&pe premier terme V.
On a alors : V,, = Voq" ; Vi, = Vig" L.
De maniere générale on a : |V, = V,q" 7

iw Exemple 5.6.6 1) Soit (V,,) une suite geomet@q Q@son —. Dans chacun dans

cas ci-dessous, exprimer V,, en fonction de n.

a) le 1¢ terme est Vo = 2;

b) le 1¢ terme est Vs = 3 ;
2) Soit (Wy,)nen la suite définie par W, = 5_”&011157“67’ que (W,,) est une suite géomé-
trigue dont on précisera la raison et le premy, rme.

5.6.6 Somme de termes c tifs d’une suite géométrique

Propriété 5.6.5 Soit ¢ € R — {1}, on a :
n+1
—dq

1
1+q+q2+...+q”=1—_q%

Preuve 5.6.3 Posons S =1+ 24+

l+g+@+. .+ + g
= — . — g — !

En faisant la somme des égalités membre a membre et en simplifiant on obtient
1— qn+1
S=—"—
L—q

Propriété 5.6.6 Soit (V,,) une suite géométique de raison q et de premier terme V.
On a alors :

1_qn—|—1
'V0+V1+V2+...+Vnzvo<1—_q>
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1_ n
-m+%+m+n=m< q)

1—q
1 _ qn—p+1
o qnombredetermes
o | STCSG = Premierterme ( 7 )
—dq

Preuve 5.6.4 (V) est une suite géométique de raison q et de premier terme Vy. On
a alors : V, = Voq"

Vot Vit Vot ... +V, = Vog+Vod® +Vod® + ... %
= VWl+q+3+.. . +¢"

l_qn—i-l
- VO( 1—¢ >

Remarque 5.6.2 Trois réels a, b et ¢ dans cet ordre sont rogression géométique

Cc
= Q
®

La raison de cette suite est|q =
5.6.7 Convergence d’une suite géo Nique

b
a

Theéoréme 5.6.1

0 si gl <1
lim ¢" = 400 st q>1

n—-+o0o

n’existe pas si q

A J

1> Exemple 5.6.7 nll_)rglo <§>n =0; hp{}o <_§>n =0 nh_)rglo(—él)” n’existe pas ; nh—>nolo <§>” =
. &

wExercice d’application 5.6:°%\50it la suite (U, )nen définie par

UO = 6
1 4

Un+1 = gUn + g
1. On pose V,, = U, — 1. D@Lt?”@’f’ que (V;,) est une suite géométrique.
2. Exprimer V,, puis U, tion de n.
3. Onpose S, =Vo+WVi+\N. +V,etT,=Uy+Uy+...+U,.

Exprimer S, puis fonction de n.
4. Calculer nh_)ngo S, et 7}1—{2@ T,.

iwExercice d’application 5.6.2
1. Soit f la fonction définie par f(x) = * — 1.
a) Etudier les variations de f.

3
b) Démontrer que sur [—1; —ﬂ , Uéquation f(x) = x admet une unique solution \.
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N —

3
c) Montrer que pour tout x de l’intervalle {—1; —ﬂ, If(z)] <
Uy = -1

2. On consideére la suite (up)nen définie par
Up41 = f(un)

a) Démontrer par récurrence que pour tout n, —1 < u, < 1

1
b) Montrer que pour tout n, on a : |up41 — A| < 3 |un — A

(g 1
c) En déduire que |u, — A < TSR
d) Etudier la convergence de la suite (uy).
e) Déterminer le plus petit entier p tel que |u, — \| < 1073 Q}

wwExercice d’application 5.6.3 (BAC 1999 52) .
Soit (U,) la suite définie par : ¥n € N, U,, = e 2.
1. a. Montrer que (U,) est une suite géométrique dont on préchj la raison et
le premier terme. \
b. Justifier que la suite (V,) définie par V,, = InU, est uge $uite arithmétique dont
on précisera la raison et le premier terme.
2. Onpose S, =Uy+Ui +Us+ ...+ U, et P, =UyU; ...x U,.
a. Fxprimer S,, et P, en fonction de n. ° @

b. Calculer nlggl() S, et nlggo P,. N

wwExercice d’application 5.6.4 (BAC 2008 S
Soit a = —i—1 et (z,) la suite définie par ;

20=0 et z =1 &
Zne1 = (1 — i)z, + az,_1,Vn € N* Q)
1. Déterminer z; et zo sous forme algébgiqu
2. Soit (U,) la suite définie par U, = %4 n, Vn € N.
a. Déterminer Uy et Uy
b. Démontrer que (U,) est une suite géométrique de raison a.
c. Exprimer U,, en fonction de a.

3. Soit S, =Ug+ Uy +Us+ ... +W,!
Exprimer S, en fonction de 2 NEn déduire que z, = —1 + (1 + )"

i Exercice d’application 5@5’0# (Uy,) la suite définie par :
Up=1
20U, — 1

2U, +5
On se propose d’étudie uite (Uy,) par deuz méthodes.

Premiére méthode .
1. Justifier que U, > —5 Vn € N.

2. Etudier le sens de variation de (U,).
3. En déduire que la suite (U,) converge et déterminer sa limite.
Deuzxieme méthode

Soit (V) la suite définie par : 'V, =

Un+1 =

2U,, +1

U, +1°
1. Démontrer que (V,,) est une suite géométrique.
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2. Exprimer V, puis U, en fonction de n.
3. En déduire la convergence de U, .

wwExercice d’application 5.6.6 On considére les suites (Uy,) et (V) définies par :
Uy = é?
Unpi1 = e\/U_n et V,=In(U,)—2

1. Calculer Uy et V7.

2. Démontrer que (V) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le

premier terme.
3. Exprimer V,, puis U, en fonction de n.
4. Etudier la convergence des suites Uy, et (V,,).
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CHAPITRE
Calcul Intégral

6.1 Définition et Propriétés
Définition 6.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I.~g/et b étant deux
réels de 1. Soit F' une primitive de f sur I. On appelle intégrale ( ou somme ) de f

b
entre a et b, le réel noté/ f(z)dz est défini par :

a

[ f@yiz = [F@, = F@) - Fla)

)
o / f(z)dx se lit "intégral de a a b de f(x)dx

i Exemple 6.1.1 Calculer les z'ntégmles suivantes *
T

de; L = /2 sin® zdx
0

[:/(QJ +ax+3)dr; J = /4smxdx K = /
0 1+e”

Remarque 6.1.1

o/abf(x)dx:/abf(t)dt /bf(u)d

e F est une primitive de f < F(x /f

Propriété 6.1.1 Soient f et g dedzgfonctions continues sur [a;b]. a et § sont deux
réels.
Relatzon de Chasles

./f( )dm—/ dx+/
= [

LGea'mte )
o/a af(z )dx:a/a f(z)dx

o [15) +gtwde = [+ [ ol

Inégalité et intégrale

o SiVx € [a;b], f(x) < g(x) alors /abf(x)dx < /abg(x)dx

i Exemple 6.1.2 Calculer les intégrales suivantes :
3 2
[:/ 32dx ; J:/ |z — 1|dz ;
2 0
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Propriété 6.1.2 Soit f une fonction continue sur un intervalle [—a;al.

e Si f est paire alors /a f(x)dx = Z/a f(z)dx
—a 0
e Si [ est impaire alors / f(z)dz =0

—a

6.2 Valeur moyenne d’une fonction

Définition 6.2.1 Soit f une fonction continue sur un mtervalle [a;b]. On appelle

b
valeur moyenne de f sur [a;b] le réel noté u et défini par p = f(z)dz
— Q Ja

1= Exemple 6.2.1 Déterminer la valeur moyenne de f %

6.2.1 Inégalités de la moyenne

Theoréme 6.2.1 Soit f une fonction continue sur un mter [a; b].
S’il existe deux réels m et M tels que Vz € [a;b], m < f‘\ alors on a :

m(b— a) </ x)dr < M(b—a) @
1w Exemple 6.2.2 Soit f(r) = cosx. Q
Montrer que Vx € [0;27], a — b < sinb —sina < DN
6.3 Techniques de calcul

6.3.1 Intégration par parties &,

Theéoréme 6.3.1 Soient U et V' deu. ons dérivables sur [a;b]. On a :
b
[ U@V (@)de = [(UV)(@)]; - U(x)da
Preuve 6.3.1
Remarque 6.3.1 Si on a : &r
e Polynome et In alors on Polynome et V =In
e Polynome et exp alors se U = exp et V = Polynome

i Exemple 6.3.1 Ca @3 intégrales suivantes :
2
I:/ ?Inzde ;J = [) ze®dz

1
Double intégration par 1es
Vi3

1 —
K:/ ze” ; L:/2 e’ sin xdx
0 0
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6.4 Calcul d’aires et de volumes

6.4.1 Signe d’une intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b sont deux éléments de I.

b
oSifZOetagbalors/ f(z)dz >0
b

OSiszetazbalors/ flz)dz <0
)

.Sif§0etagbalors/ fla)de <0

a

b
oSifﬁOetazbalors/ f(z)dz >0

6.4.2 Calcul d’aires %C\]

Cas 1 : f est une fonction continue et positive sur I = [a; b

. @)

D : domaine hachuré : C’est le d@ne délimité par (Cf), 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = a et x =b. D = {M(z;y)/a <z <bet 0 <y < f(x)}.

b
L’aire A du domaine D est définig/par A = </ f(x)dx) x U.a

U.a = |[i]| x ||7]| : unité déaire
Cas 2 : f est une fonction inue et négative sur I = [a; b]
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D ={M(z;y)/a <z <bet f(zx) <y <0} ‘O
L’aire A du domaine D est définie par A = — 93>
Cas 3 : f est une fonction continue et change de &gnes\ a; b

D

A= </a Flw)de — )d:r% d:)s « Ua

Cas 4: f et g sont deux fonc continues sur I = [a; 0]
D : domaine hachuré : C’ est 1 aine délimité par (Cf), (C) et les droites d’équations
r=aetx=>b.D={M <z <betglx)<y< f(z)}

b
L’aire A du domaine D estzdéfinie par A = </ [f(z) —g(z)]d ) x U.a

6.4.3 Calcul de volumes

Soit f une fonction continue et positive sur I = [a;b] et (C[) sa courbe représenta-
tive dans le lan muni d’ un repére orhonormé (O, 1, j) Soit V le volume engendré par

la rotation de (Cf) au tour de I'axe des abscisses.
Laire S, = mf%(z) et le volume V, = S,dz = 7 f*(x)dz. On a alors

b . -
V= / (7 f2(z)dz) x U avec Uv = ||i]| x ||7]|* : unité de volume
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CHAPITRE - ) — )
Equations différentielles

Linéaires

Introduction

Activité 7.0.3.1
Soit f la fonction définie par f(x) = €32.
Calculer f'(x) et déterminer une relation entre [ et f'.

Une équation différentielle est une équation dont 'inconnue,est’une fonction (généra-
lement notée y, z, etc...) dans laquelle apparaissent certaines deérivées de la fonction y.
y représente f, 3y représente f’ et y” représente f”.

e Si dans une équation différentielle n’apparait quega (dérivée premiere , on dit qu’on
a une équation différentielle du premier ordre.

e Si dans une équation différentielle la dérivée seconde apparait , on dit qu’on a une
équation différentielle du second ordre.

7.1 Equation différentielle’du premier ordre

7.1.1 Equation différentielley du” premier ordre sans second
membre ou équation homogene

Définition 7.1.1 Une équation différentielle du premier ordre sans second membre est
une équation différentielle pouvant 56€¢yire sous la forme y' + ay = 0 avec a € R.

w Exemple 7.1.1 v/ +2y =029+ 3y=0; =5y +y=0

Méthode de résolution

Uty =0 & ¢ =—ay
y/
< —=-a
Y
& Inly|=—axr+b
P |y’ — 6—a:(:+b
& y=dele ™
& y=ke “ avec ke R
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Theéoréme 7.1.1 Soit (E) : y' 4+ ay = 0 une équation différentielle du premier ordre
sans second membre. La solution générale de (E) est y = ke™* avec k € R.

1w Exemple 7.1.2 Résoudre les équations différentielles suivantes iy’ — 4y = 0; 3y +
20=0;3y+2y=0;2y +y=0.

Yy —dy=0 & y=ke ™ keR
Y +2y=0 & y=ke*™ kcR

2
2 2 =z

3y +2y =0 o 3(y'+§y>:0<:>y’+§y:0<:>y:ke Q/}GR
1

1 1
2y +y=0 & 2(y’+§y>:0@y’+§y:0®y: keR

Solution qui prend la valeur y, en x Q)

Soit (E) : v + ay = 0 une équation différentielle du er ordre sans second
membre. Déterminer la solution de (E) qui prend la valeu en .
Ona (E):y +ay=0<y=ke ™ avec k € R.
Or y(x0) =yo = yo = ke ™™ =k = o — = 4oe"’® Q

e —ax

On a alors : y = ke™ ™ = y = ype™e™ % = e %A e “@—wo) =y = yoe’“(:""’“)

iw Exemple 7.1.3 Soit (F) : 2y — 6y =0
1. Résoudre (E).

2. Déterminer la solution f de (E) dont la c e (Cf) passe par le point A(0,4)
7.1.2 Equation différentie i;' premier ordre avec second
membre

Définition 7.1.2 Une équation différentielle du premier ordre sans second membre est
une équation différentielle pouvant %z’r@ sous la forme y' + ay = g(z) avec a € R et

g est une fonction.

1w Exemple 7.1.4 ¢ + 2y @ég; 22y 4+ 3y =cosx+sinw; -5y +y = e

Méthode de résolution

Theéoréme 7.1.2 Soif (EN: v + ay = g(z) une équation différentielle du premier
ordre avec second membre.) La solution générale de (E) est y = y1 + y2 ot y; est
solution de équation differentielle y'+ay = 0 et yo une solution particuliére de l’équation

Y +ay = g(x).

wwExercice d’application 7.1.1 Soit (E) : 2y’ + 3y = 622 — 4x + 7.

1. Déterminer un polynéme p de degré 2 solution de (E).

2. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f — p est solution de (E') :
2y' + 3y = 0.

3. Résoudre (E') et (E).

4. Déterminer la solution g de (E) qui prend la valeur 6 en 0.
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7.2 Equation différentielle du second ordre

7.2.1 Equation différentielle du second ordre sans second membre

ou équation homogeéne

Définition 7.2.1

e Une équation différentielle du premier ordre sans second membre est une équation
différentielle pouvant s’écrire sous la forme ay” + by + cy = 0 avec a, b et ¢ sont des

réels et a € R.

o L’équation du second degré ar® + br + c = 0 est appelée 'équation caractéristique de

I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0.

i Exemple 7.2.1

2y" + 1 + 3y = 0 equation caractéristique 2r*> +r +3 =0
—y" — 3y + 3y = 0 equation caractéristique —r? — 3r + 3 =0

Méthode de résolution

Soit (E) : ay” + by + cy = 0 une équation différentielle dmsecond ordre sans second
membre d’équation caractéristique ar? +br +c = 0. A& ®) — 4ac. On a :

signe de A | Solution de I'équation ar? + br + ¢ =%_MSelution de 'équation ay” + by’ + cy = 0
—b— VA —b A
SiA>0 7’1:7\/_;7"2:7—’_\/_ y = Ae"* + Be™"
2a. r 2a.
SIA:O T0:—27 y:(Ax%—B)eWC
a
SiA <0 rm=a-+if;rs=a—iJ3 y = (Acos Sz + Bsin fx)e*”

iwExercice d’application 7.2.1 Résoutrey

a.y' +3yY —2y=0;b.2¢0" +12¢ +18=0; c. vV —y +y=0;d v —k*y =0 e

y”—i—wa:O

i Exercice d’application 7.2.2

1. Résoudre I'équation différenticlle ) : y" + 2y + 5y =0 .
2. Déterminer la solution de (E)qérifiant y(0) =1 et y'(0) = 3

Remarque 7.2.1 Soit f unegonetion et (Cf) sa courbe représentative.

e (Cf) passe par le pgink Alzo; yo) < f(x0) = yo
o [ prend la valeur{yy en o < f(x0) = yo

o La tangente a (CH) aulpoint d’abscisse xqy est horizontale < f'(z9) =0
e La tangente d (Cf) @ point d’abscisse xqy est paralléle da la droite

(D):y=ar+b< f'(vg) =a

e La tangente d (Cf) au point d’abscisse xy est perpendiculaire a la droite

(D):y=ar+b<af(zg) =—1
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7.2.2 Equation différentielle du second ordre avec second membre

Définition 7.2.2 Une équation différentielle du second ordre avec second membre est
une équation différentielle pouvant s’écrire sous la forme ay” + by + cy = k(z) avec a,
b et ¢ sont des nombres réels et a # 0, k est une fonction non nulle.

ww Exemple 7.2.2 y'+2y'+3y = " —€* ; 2"+ 3y —y = 2>+ 2203 ; =5y +y +y =
cos T + sin 2z

Méthode de résolution

Théoréme 7.2.1 Soit (E) : ay”+by +cy = k(x) une équation différentielle du second
ordre avec second membre. La solution générale de (E) esty = y; + LYy est solution
de équation différentielle ay” +by' +cy = 0 et yo une solution pa t% de l’équation
ay” + by + cy = k(x).

i Exercice d’application 7.2.3
Soit (E) : 2y" — 6y’ + 10y = €3® et (E') : 2y" — 6y’ + 10y = @
2
1. Montrer que la fonction h définie par h(zx) = 3639” S0 e (E).

2. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si est solution de (E").

3. Résoudre (E') et (E).

4. Déterminer la solution f de (E) dont la courbe rep@ative (Cf) passe par le point
TeC

1 [
A (o; -) t dont la tangente en A ‘ici
3 et dont la tangente en A a pour coeﬁiczeN

5. Déterminer une primitive de f. &

§

&
S
O

teur 2.
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Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Inspection d’Académie de Saint-Louis

Classe : T'S,

Série n’5 : Calcul d’intégrales & Equations différentielles

1 Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :
5 sinzx

1] 4e® e In?
/ +e d:l;;/ n“x ;/ . dr |
0 T+ e* 2 T 0 COsS“x
1 —x x s
/< ‘ + ¢ >dx;/esin3mdm
eT+1 er*+1 0
20 +1 x2—|—3x—1d
—y—dz;
\/:(;24—:1:—1— z?

; 3ez+1dx / tan (1 +tan® z)dx ;

1 ™ ™
/ re® dx;/ e” sin xdx;/ cos z sin’ 2d
0 0 0

1z Exercice 2
212
1. Soit = :
oit f(r) = 5 —
a) Déterminer les réels a, b et c tels

b
que Vo € R—{-1;1}; f(x) = a—i—m—l—

c
r+1 ,
b) Calculer / f(z)dx.
2

2. Déterminer une primitive de chacune
des fonctions suivantes :

flz)=Inz; g(x) = (x+ 1)e”
iwhExercice 3
62:p N eac
1. Montrer que =e" —
1+e® W e

1 62$
déduire I = / dzx.

o 1+ exl

2.0npose J=1= / e"In(T+ e”)dz. En
intégrant par parties,fgalculer J.

i Exercice 4
Pour tout entier n,

e
/ r(lnz)"dz .
1
1. Calculer I et I5.
2. En intégrant par parties, trouver une
relation entre I,, et I,,_1.

3. Calculer I3 et I,.

on pose I,

whxercice 5

J

On pose [

/1\/x217 dx
/deet[( /\/rdx

1. Soit f la fonction définiedsur [0; 1] par
f(z) = In(z+va>42)" Calculer f'(z).

2. En déduire 1.

3. Vérifier que J + 21 = K.

4. A Taide d’une jmgégration par parties sur

I'intégrale Ky montrer que K = V3 —J.

5. En déduire Ieswyyaleurs de J et K.

I1%’Exercice 6.

. Déterminerdiés réels a, b et ¢ tels que :
Ve e R—4—1;0;1}, on a:

i _a . c
r@i-1) r -1 z+1°
4 1
2. (aléyler / ————dx.
2 z(x?—1)

3 A Taide d’une intégration par parties
xlnx p
x.

4
calculer/z =172
1= Exercice 7
1. Résoudre équations différentielles sui-
vantes :
a) 3y’ +5y=0;b) y" + 5y 4+ 6y =0;
c) 2y — 4y +2y=0;d) ¢ +w?y=0
2. a) Résoudre ’équation différentielle
(E):y"+2y+5=0.
b) Déterminer la solution f de (F) vé-
rifiant
f(0) =1et f/(0) =
iz Exercice 8
On considere 'équation différentielle
(B):y' +2¢ +y=—2e"
1. Montrer que la fonction h définie par
h(x) = —z%e® est une solution de (F).
2. Résoudre 'équation différentielle y” +
2y' +y = 0. En déduire la solution géné-
rale de (£).
iz Exercice 9
Soit I’équation différentielle :
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(BE) :y — 2y +2y =2 — 4o + 22°
1. Trouver g une fonction polynoéme du se-
cond degré solution de (F).

2. Montrer que h est solution de (F) si et
seulement si h — g est solution de I'équa-
tion différentielle (Ey) : y"” — 2y’ 4 2y = 0.
3. En déduire les solutions de (E).

4. Trouver la solution f de (E) dont la
courbe représentative passe par l'origine
du repere et admet en ce point une tan-
gente parallele a la droite d’équation y =
x.

5. Déterminer une primitive de f

a) En utilisant une intégration par par-
ties

b) En utilisant I’équation différentielle.
1= Exercice 10
1. Soit (Ep) : y' 4+ 2y = e " cos .

a) Déterminer les réels a et 8 pour que
la fonction ¢ : © — (acosx + fsinz)e™”
soit solution

de (Ep).

b) Déterminer la solution g de (Ey) vé-
rifiant g(0) = 1.

2. On considere 1’équation différentielle
(E):y" =3y +2y=(x+1)e ™.

a) Déterminer les réels a et b pour que
la fonction h : & —— (az + b)e™* soit solu-
tion de (E).

b) Montrer qu'une fonction f estigolu=
tion de (FE) si et seulement si f — h est
solution de

I'équation différentielle (E') : ¢3¢+
2y = 0.

¢) Réoudre (E’). En déduifeyles solu-
tions de (E).

d) Déterminer la solutign fyde (F) vé-
rifiant f(0) = 0 et f'(Q)= =k
i Exercice 11
On considere 'équatiomdifférentielle

(B) 9 + 2y +3y = (2> +1)e .

1. Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la
fonction g définie par g(z) = (ax® + bx +
x)e~ " soit solution de (F).

2. Montrer qu'une fonction h est solution
de (E) si et seulement si h — g est so-
lution de I’équation différentielle (Ej)
y"+ 2y + 3y =0.

3. Déterminer la solution f de (£) dont la
courbe admet a l'origine une tangente de
coefficient directeur —1.

1= Exercice 12

Soit (E) :y" — 2y +2y =e "sinz.

1. Déterminer les réels a et b pour que la
fonction g : x — (acosx+bsinz)e * soit
solution de (FE).

2. Montrer qu’une fonction f est solution
de (F) si et seulement si f — h est so-
lution de l'équation différentielle (E')
y" =2y + 2y =0.

3. Résoudre (E'). En déduire les solutions
de (B).

4. Déterminer la solfttion’ f de (F) dont la
courbe passe par O et admet en ce point

une tangente de(cgefficient directeur 5

i Exercice 13
1. Déterminesla solution de I’équation dif-
férentielle 9y'# 6y’ + y = 0 vérifiant les
conditions 1mitiales y(0) = 6 et y'(0) = 0.
2. Etadier 16§ variations puis dresser le ta-
bleau de vériation de la fonction f définie
par

x

fl&) =2(x+3)e 3.
3.956it g la restriction de f a l'intervalle
I ] — o00;0].
a) Montrer que g réalise une bijection
de I vers un intervalle J que I'on précisera.
b) Montrer que ¢!, la bijection réci-
proque de g est dérivable en 0 puis calculer
(971)'(0).
4. Construire la courbe représentative

(C f)_)de_> f dans un repeére orthonormé

O, 1, 7).
5. Soit A un réel quelconque. Déterminer
l'aire S(A) du domaine compris entre (Cf)
, axe des abscisses et les droites d’équa-
tionsz =0et z = A\

Calculer /\l_igloo S(A). Interpréter géo-
métrigement le résultat.

i Exercice 14
1. Soit I’équaion différentielle :

1 3
E):—y + =y —y=0.
(B): =5y + 3y —y

a) Résoudre (F).
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b) Déterminer la solution de (E) dont
la courbe représentative (C) passe par le
point

A(0; —1) et admet en ce point, une tan-
gente parallele a ’axe des abscisses.

2. Soit f la fonction définie sur R par :

f(z) = e** — e*. Soit (Cf) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé
(O, i, 7) (unité 2cm).

a) Etudier les variations de f.

b) Déterminer une équation de la tan-
gente a (Cf) au point d’abscisse In 2.

(=)

lim Interpréter
r—+o0o
géométriquement le résultat.

d) Construire (Cf).

e) Calculer l'aire A(a) en c¢m?, du
domaine délimité par (Cf), les droites
d’équation

r=oa(a <0),z=1In2 et 'axe des
abscisses.

c) Calculer

Aristote

f) Calculer 1_1&1 A(a) et interpréter
graphiquement le résultat.
1= Exercice 15
1. On considere I'équation différentielle

(E) :y" + 22y 4 6y = 0.

a) Résoudre (F).

b) Déterminer la solution f de (FE)
dont la courbe représentative passe par le
point A(0;1) et admet en ce point une
tangente parallele a la droite d’équation

Y= —V2r+1.
2. On pose F(z) = % + Zﬁf(x)],
Vr € R. < b
a) Démontrer que F est une primitive
de f sur
R )
%{Ne le calcul de I =

ﬁb) En
/05 f(z)dz

« L’ignorant afﬁ!@vant doute, le sage réfléchit»

&

&
5
O
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CHAPITRE — X
Statistique a deux va-

riables

Introduction

Sur une population d’individus, il est toujours possible d’étudige”simultanément
deux variables X et Y.
Pour chaque individu 4, (1 < i < n), on a un couple de donndes (Ir;; y;). Ces données
sont mesurées au méme moment ou a des instants différents:
L’ensemble des couples {(z1;91); (x2;42); - - -5 (Tn; yn) }, est Appelé une série double no-
tée (X,Y).
L’étude d’une série statistique a pour objet :

e La détermination d’une liaison éventuelle entre lés%deux variables .

e La description de cette liaison si elle existe.

8.1 Vocabulaire

Définition 8.1.1

e Population : On appelle population lenls¢mible sur le quel on collecte les données.
La population n’est pas forcément comp@sée dé€ personnes (personnes, objets, pays,...).
e Individu ou unité statistique : On appélle individu tout élément de la population.
e Echantillon : On appelle échantillon, téute partie non vide d’une population.

e Caractére : toute propriété que peut avoir un individu . On distingue les caractéres
qualitatifs (qui ne peuvent pas s’expwimer par un nombre) et les caractéres quantitatifs
(mesurés par un nombre) .

8.2 Série statistique double

On parle de série sfatistigue a deux variables quand on étudie simultanément deux
caracteres dans une méme population.

i Exemple 8.2.1 En T'S2 (population), on peut étudier les poids et les tailles (ca-
ractére) des éléves (Individu,).

Dans toute cette section, on travaillera avec le tableau 1 ci-dessous.

= Exemple 8.2.2 Sur 10 éléves de la T'S2, on étudie le poids (X ) en kg et la taille
(Y ) en em. Les résultats sont consignés dans le tableau 1 ci-dessous :
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zienkg | 32| 34 | 35| 38| 40 | 42 | 45 | 50 | 55 | 60
v encm | 135 | 140 | 145 | 150 | 160 | 165 | 168 | 172 | 175 | 180

8.2.1 Nwuage des points
, . - —
Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O, i, j
I'ensemble des points M;(z;;y;).

), on appelle nuage des points,

)

1 Exemple 8.2.3

1. Représenter le nuage des points du tableau 1.
2. Que remarquez vous sur la forme du nuage ¢
1= Résoluton

1. Représentons le nuage des points du tableau 1.

1204 L]
1704
1604 L]

1504 L]

1304

%2 30 32 34 38 3 40 42 44 48 48 80 82 854 585 88 €0
2. On remarque que le nuage a une forme allongée (forme de droite)

8.2.2 Moyenne

e Le nombre d’individu d'une*pépulation est appelé 'effectif total. On le note V.

< _ 1 XN

e La moyenne de X, notée* Xwest dé finie par : | X = N x|
_ _ 1 N

e La moyenne de ¥, notée Y est dé finie par : |Y = V- Zy :

tY.

X'ﬂ

e On appelle point moyen, le point G de coordonnées

155 Exemple 8.2.4 Pour le tableau 1, on a :

N =10
10
o % — LZ 32+34+35+38+40+42+45+55+60_43,1
10 10
Alors | X =43,1/.

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



8.2 Série statistique double

67

1 135 + 140 + 145 + 150 + 160 + 165 + 1

68+ 1724175+ 180

'Y__Zyz_ 10

159. alors|Y = 159 .

e Le point moyen est G(43,1;159)

8.2.3 Variance et écart-type

N
e On appelle variance de X le réel positif noté V(X) et défini par : | V(X) = — > a7 — X?|.

e [écart type de X est le réel positif noté o(X) et défini par : |o(X) =/ V(X)

e On appelle variance de Y le réel positif noté V(Y') et défini

e L’écart type de Y est le réel positif noté o(Y') et défini par '~€(Y) =V(Y)|

1 10 ) .
1055

3224342+ 352 + 382 + 402 + 4 +552+602_(43 2
= 10 Y
= 78,69

=/ V(X) =78,69 = 8,87. AlorsfV(X) =178,69| et|o(Y) = 8,87|.

&

1 10 ) s
VYY) = =>4 -Y
10

135% + 140% + 1452 + 150 + 160% 4 165% + 168% + 172% + 175% + 180?

— 1592

N @ 10
— 219,81

o(Y)=14,82|

= /V(Y) = /219,38 Qz Alors |V(Y) = 219, 8| et

8.2.4 Covarian O

On appelle covariance d) couple (X,Y) le réel noté Cov(X,Y") et défini par :

Cov(X,Y) leyl

1z Exemple 8.2.6 Calculer la covariance de X etY du tableau 1.|Cov(X,Y) = 6338,01
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8.3 Ajustement linéaire

Lorsque le nuage de points a une forme allongée(c’est-a dire lorsque les points
semblent situer autour d’une droite) alors on dit qu'on peut effectuer un ajustement
linéaire du nuage de points.

Auster le nuage de points, c’est tracer une droite qui passe 'le plus pres possible
de tous les points. Une telle droite est appelée droite d’ajustement ou droite de
régression.

n

Il existe plusieurs méthodes de détermination de la droite de ré

8.3.1 Détermination de la droite de régression %
€SS

Méthode des moindres carrées
& Droite de régression de Y en X.

La droite de régression de Y en X est la droite notée %Q)deﬁme par :
Cov(X,Y)
a=———"
Dyx :y = ax + b avec V(X)

b=Y —aX
o

& Droite de régression de X en Y.

La droite de régression de X en Y est la droitefnoteée Dy y et définie par :
, C’ov X Y

a
Dx;y :x = a'y + b avec ) &
b = —a’Y

1= Exemple 8.3.1 dans le tableau 1 |
1. Déterminer la droite de régresssion de n X.
2. Déterminer la droite de régresssion de X en 'Y .

3. Estimer la taille d’un éléve qui pese T0kg.
4. Estimer le poids d’un éleve qui w@e 170cm.

Remarque 8.3.1 Le point m@;()_(, )7) appartient a ces deux droites de régression.

Méthode de Mayer Q

Principe :
e On partage le nuage de points en deux sous nuages de points.
e On cherche les points GG; et G5 les points moyens des sous nuages .
e Enfin, On trace la droite passant par G; et Gs.
Cette droite esr appelée la droite de Mayer.

i Exemple 8.3.2 Déterminer la droite de Mayer du tableau 1.
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8.4 Coefhicient de corrélation linéaire

Définition 8.4.1
On appelle coefficient de corrélation de la série (X;Y) le réel noté r et défini par :
~ Cov(X;Y)
 o(X)a(Y)

Propriété 8.4.1

e Le coefficient de corrélation est toujours compris entre -1 et 1. r € [—1;1]
2

o r* = qaad Q)

,  Cov(X,Y) Cov(X,Y)
T TV T V)
[Cov(X,Y)]?

8.4.1 Interprétation suiva valeurs de r

e Sir = 0 alors il y a aucune corrélation entre X et Y. (X et Y sont indépendantes).
e Si || =1 alors il y a une parfajte corrélation entre X et Y.
e Si |r| < 0,87 alors il y a une f% corrélation entre X et Y.
e Si |r| > 0,87 alors il y a une forte corrélation entre X et Y. Dans ce cas un
ajustement linéaire est justifié.
i Exemple 8.4.2 Pour le t&a 1, on a :

r=0,94 donc |r| = 0,94 >(0,87 donc un ajustement linéaire est justifié.

i Exercice d’applic 4.1 On s’est intéressé au nombre de personnes qui ont
visité un site touristiq 7 ans. Les résultats de cette enquéte sont consignés dans
le tableau ci-dessous ou Y représente le nombre de personnes en milliers qui ont
visité un site pour l'année de rang X.

X | 1 (2| 314|667
Y | 1,5 21356 1|6|8] 10

On donnera les résultats ¢ 1072 prés par excés.
1. Représenter le nuage des points de la série ainsi définie.
2. Calculer la covariance de la série (X,Y).

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



8.5 Organisation de données groupées : Série non injective 70

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X etY .

4. Justifier qu’une équation de la droite de régression deY en X est :y =1,43x—1,15.
5. En déduire une estimation du nombre de personnes qui visiteront ce site en l’année
de rang 31.

iwExercice d’application 8.4.2 Soient a et b deuz réels. On considere la série double
(X;Y) définie par :

X[95]10]110,75 ] a | 12,5 13 | 13,25 13,5 | 14 | 15
Y| 12 [ 13] 13,5 | 14| 14,5 | 14,75 b | 15,25 15,5 15,75

1. On suppose que les deux droites de régression sont définies par :
(Dy/x) :y =0,66x + 6,19 et (Dx/y): o =1,46y — 8,63
a) Justifier que Cov(X;Y) > 0 et déterminer le coefficient de @rrelation linéaire.
b) A-t-on une bonne corrélation ?
¢) Déterminer les valeurs approchées de a et b. (Indication : Le point G(X;Y)
appartient
auzx deuz droites).
2. On prend maintenant a = 12 et b = 15.
a) Représenter le nuage des points.
b) Retrouver les résultats du 1.) centiéme pres.

8.5 Organisation de données /groupées : Série non
injective
Dans toute cette partie, on travaillera avee tableau 2 ci-dessous.

iz Exemple 8.5.1 On a relev ? les notés desMaths et de Physique de 160 candidats ¢
un examen. Les caract ?res ?tudi ?s sofut "deng la note de Maths X et la note de Phy-
sique Y. Les valeurs des caract ?res X et Y sont donn ?es par le tableau ? double entr ?e
suivant, appel ? tableau de distribution ou de corr ?lation ou de contingence.

XY 7 10 11 12 14 15 Nie
7 5 7 2 0 3 5 Ngy = 22
8 1 4 0 6 2 3 Ngy = 16
9 8 9 10 13 5 4 Nog = 49
10 0 3 7 12 10 11 Noy = 43
11 1 1 3 2 0 4 Nos = 11
13 2 6 2 3 5 1 Nog = 19
Tej niy = 17 7 30 N1z = 24 N4 = 36 N1y = 25 Nig = 28 N=160

8.5.1 Définition et notation

e n;; est appelé Deffectif partiel du couple. c’est le nombre d’individus qui ont la
valeur z; du caract 7re X et la valeur y; du caract 7re Y.
e La somme de tous les effectifs partiels donne 'effectif total.
g

e La fr ?quence du couple (z;;y;) est fi; = N
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i Exemple 8.5.2 Pour le tableau 2, on a :
e nyy =5 (Nombre d’él ?ves qui ont 7 en maths et 7 en PC); ngg = 13; nsg = 5
etc.

o N =160
f Ny3 13
[ ) = — = —
BTN 160

8.5.2 Séries marginales

e La somme des effectifs partiels contenus dans la ligne de x; est appel ?e effectif partiel
marginal de x;, on le note ny,.

e La somme des effectifs partiels contenus dans la colonne de y; pel 7e effectif
partiel marginal de y;, on le note n,;.
S ?rie marginale de X %

& La série marginale de X est (x;,n;). Elle est représentée par

x, | 7819 ]110]11 |13
Nie | 22116 |49 | 43 | 11 | 19

e la fr 7quence marginale de x; est | fio =

gy,

e la moyenne marginale de X est | X = N Z Tin;

e la variance de X est |V(X) = = njez? —

o [écart type de X est le réel positif noté et défini par : |o(X) = /V(X)|.
= Exemple 8.5.3 Déterminer fg.,&)() et o(X).

L/

x; 7081|910 11| 18 Totaux
Nie | 221 16| 49 11119 N=160

NieTs "} Z Niel; =

2 2
Niel: Q > i =
S ?rie marginale deC)

& La série marginale de Y est (y;, ne;). Elle est représentée par

y; | 7 [10]11[12] 1415
ne; | 17 | 30 | 24| 36 | 25 | 28

Tej
e la fr ?quence marginale de z; est | fo; = NJ
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_ 1
e la moyenne marginale de Y est |Y = N Z YjTej |-
1 _
e la variance de Y est |V (Y) = N > neyi —Y?|

e L’écart type de Y est le réel positif noté o(Y) et défini par : |o(Y) = /V(Y)|.

1w Exemple 8.5.4 Déterminer fo3, Y, V(Y) et o(Y).
Yj 7110\ 11| 12| 14| 15 Totaux

e | 17| 30| 24 | 36| 25| 28 | N=160
NejY; D Neyj =

v; >y =

Covariance de X et Y

Définition 8.5.1

N
La covariance de X etY est définie par|Cov(X, Y@Z N Tl — XY |.

Technique pratique de calcul de Cov(X,Y)

7 5 7 2 0& 3 ) N9y = 22

8 1 4 0 A Q/’ 2 3 Noy = 16

9 8 9 10 ) 4 N9z = 49

10 0 3 7 N 10 11 noy = 43

11 1 1 3 2 0 4 ngs = 11

13 2 6 2 3 5) 1 ngg = 19

.

Nej | M1 = 17 | mz = 30 | ny3 :‘@ nig = 36 | nys =25 | nig = 28 | N=160 Znijxiyj =

Nuage de points

- —
Dans le plan muni d’'un ere orthonormal (O, i, j ), on appelle nuage de points,
I’ensemble des points de-@eo nées non toutes nulles M;;(x;; y;). Au dessus de chaque
point M;; du nuage on pr ?dise 'effectif n;;

8.5.3 Série conditionnelle

Définition 8.5.2 Si X : x1,29,...,2p et Y 1 y1,92,...,Yq-

e la s ?rie conditionnelle X sachant que Y = y not?e X/Y = y, est obtenue en
prenant tous les couples (x;,yy) o ? i varie de 17 p et k fize.

e la s ?rie conditionnelle X sachant que X = x not?e Y/X = xj est obtenue en
prenant tous les couples (y;,x) 0% j varie de 17 q et k fize
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1= Exemple 8.5.5
1. Déterminer la série conditionnelle de X sachant que Y = 10.
2. Déterminer la série conditionnelle de Y sachant que X =T7.

Fréquence conditionnelle

e On appelle fréquence conditionnelle de z; sachant ¥ = y; le réel défini par :
nij

fwi/YZyj -

TL.j

e On appelle fréquence conditionnelle de y; sachant X = x; le réel défini par :

f =
yj/X=z; =
! ’ Tie

i Exemple 8.5.6 Déterminer la fréquence conditionnelle de %ant que Y = 11.

iwExercice d’application 8.5.1 Dans une maternité, ,on @evé pour chacune des
20 naissances d’une journée, l'age X de la mére (en année le poids Y du nouveau-
né (en kilogrammes). Les résultats sont regroupés dans@ leaw a double entrée ci-

dessous :
X\ Y| 16] 18120 22] 26 th
26 |0 00 0] 1 'Ss'
28 |11 0] 3]0 Q
3 o202 2 ¥
32 |00 3] 1 y
34 |0l 2[00 2
36 | 001 2
Totauz | 1 | 5 | 4 L4 20

NB : Donner les formules avant d’effectuer les calculs puis les réponses a 1072 prés
par défaut.

1. Déterminer les séries marginal ociées au caractére X et'Y.

2. Déterminer les moyennes respéttives de ces séries marginales.

3. Déterminer le coefficient de ,cortglation de X et'Y . La corrélation est-elle bonne ¢

O
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Inspection d’Académie de Saint-Louis Année Scolaire 2016-2017
Lycée de Dioudé Diabé Classe : T'S,
Prof : M.Djitté

Série n° 5 : Statistique a deux variables

i Exercice 1

Afin de mieux gérer ses stocks, une entreprise décide d’estimer son besoin en matieres
premieres par 'intermédiare d’une grandeur dont la valeur peut étre connue rapide-
ment (chiffre d’affaires ou total des salaires). On note X la quamtitélen tonnes de
matieres premieres; Y le chiffre d’affaires en milliers de francs. Pans tout ’exercice on
pourra donner directement les résultats fournis par la calculatuige. Le relevé des mois
précédents est le suivant :

Numéros du mois | 1 2 3 4 5 6
X 09112060514 1
Y 37 140 | 33 | 33 | 41 | 35
Z 39(137132]33|36]|37

1. a) Calculer les coefficients de corrélation linéairewg; éntre X et Y et ry entre X
et Z .

b) Est-ce un ajustement entre Y et X ou entyeZ et X qui permettra la meilleure
estimation

de X7
2. Déterminer une équation de la droite deakégression de Y en X et en déduire une
estimation du besoin en matieres premieregspqur Y = 39 .
iz Exercice 2
Le tableau suivant donne la part des/eXpertations dans le PIB marchand (en %) d’un
pays pendant sept années. X représehte lZannée et Y le pourcentage du PIB corres-
pondant.

X | 2010 | 2011 2042 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016
Y | 18 20 22 1 26,3 | 25,2 | 24.5 | 27,5

On donnera les résultats a dewx chiffres apres la virgule sans arrondir.
1. Représenter le nuage desspeints de la série ainsi définie.
2. Déterminer les coordennées/du point moyen de ce nuage.
3. Calculer le coefficignt dé\corrélation linéaire entre X et Y. Un ajustement linéaire
de ce nuage est-il justifié¢
4. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) de régression de Y en X.
5. En déduire une prévision du PIB marchand pour I'année 2017.
wExercice 3 Les questions 1) et 2) sont indépendantes
1.(X,Y) est une série double. Soit (D;) : y — 7z — 19 = 0 la droite de régression de Y’
en X et (Dg) : . — 0,14y + 4,84 = 0 la droite de régression de X en Y. V(Y) = 100
est la variance de Y.
a) Calculer Cov(X,Y) et V(X).
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.
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c) Calculer X et Y les moyennes de X et de Y.
2. Un laboratoire étudie la croissance d’une souche de bactéries Acétobacter ; il obtient
les résultats suivants :

Temps x; (en heures) 4 5 6 7 8

Nombre n; de bactéries par unité de volume (en milliers) | 13,6 | 21,3 | 70,9 | 121,5 | 383

290

Les points de coordonnées (x;;n;) ne sont pas alignés, le laboratoire décide alors de
poser y; = Inn,;.

a) Recopier et compléter le tableau ci-dessous puis donner les valeurs arrondies au cen-
tieme prés :

z | 4 [5]6] 7 |89
vi | 2,61 4,80

b) Représenter le nuage de points de coordonnées (z;;y;).

c¢) Déterminer les coordonnées du point moyen G. Placer le pouat’'G.

d) Calculer le coefficient de corrélation linéaire. Interpréter le résilfat.

e) Donner une équation de la droite de régression de X en Y,

f) Déterminer le temps nécessaire a 'obtention de 1.000,0008de bactéries par unité de
volume.

1z Exercice 4

On a relevé le poids Y (en kg) et la taille X (en cm) des éléwes d'une classe de terminale
S. On obtient la série double (X;Y') dont les valeurglsoit’ regroupées dans le tableau
suivant :

X/Y | 54 | 58 | 60 | 63 | 66 | 67
65 | 1 103|202
68 | 010010
111311 ]13]0]1
173 02 15 ]101] 0] 0 0
17 10 L 0] 0| 1] 1MA0
178 1 0 | O 1] 0] 0N 4

1. a) Déterminer les effectifs marginaux et Ueffectif total.

b) Déterminer les moyennes et (Vaftances des séries marginales.
2. Soit Z la série conditionnelle défirfie par z; = X/Y;.

a) Déterminer les valeurs dg 2%/ 1072 pres.

b) Construire le nuage deg, poiiits associé a la série (Y; Z).

c¢) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre Y et Z. Un ajustement
linéaire est-il

justifié ?

d) Déterminer unééquaftion de régression de Y en Z.
1= Exercice 5
Apreés un test le secrétaire du jury a relevé les notes de maths (X) et de dessin (V)
obtenues par les candidats. Mais en relevant les notes dans le tableau ci-dessous il a
oublié certaines données.
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X/Y 33101112
4 x|t 1]1]o0
6 |2|v|2]0]2
9 (311110

1. a) Déterminer les séries marginales en fonction de x et y.

b) En déduire z et y sachant que X = 7,35 et Y = 6,4 .
2. On prend ici x = 2 et y = 3. On désigne par Z la série conditionnelle définie par

6
Z = ni Z nj;y; notée Y/X;.
Ji j=1

a) Déterminer la série (X; 7).
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Z.
¢) A-t-on une bonne corrélation entre X et Z 7 ﬂ]

i Exercice 6
Les réultats seront donnés au centieme pres.

On considere la série double définie par le tableau suivant

X\ Y [ 20253540 Q)
5 | 1|1 ]2]1 \
0 | 20011
20 |0 2|10 (D'
2% | 1|1]3]1 Q
30 |1]0]0]1 o

Déterminer les séries marginales, les moyennes, riances de X et Y; et le coef-

cient de cor &
<
&
&
5

OO
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CHAPITRE )
Dénombrement

9.1 Ensemble

Définition 9.1.1 Un ensemble est une collection d’objets définis sans’ambiguité.
Soit E un ensemble et x un élément.

o v est élément de K < x € F

e x n'est pas élément de E < v ¢ E.
Un ensemble sans élément est appelé ensemble vide. On note P

= Exemple 9.1.1 Soit E = {1;2;3;a;b;¢c}. On a2 € Ipet'd ¢ E

9.1.1 Sous ensembles

Soit E un ensemble. On appelle sous ensemblesde ¥ toute partie A de E. On note
ACE.
ACEsSreA=xekl

1w Exemple 9.1.2 Soit E = {1;2;3;a;bachi et A ={1;2;3} Ona AC E.

9.1.2 Ensembles finis

Un ensemble fini est un ensemble dont on peut compter le nombre d’élements.
Le nombre d’ément d'un ensemble fi# est appelé le cardinal de E. On note Card(E).

iz Exemple 9.1.3

A=1{1;2;3;a;b;c} = Card(d) =6
B ={x;y;2z} = Card(B) =3
C={?} = Card(€)=1
D={}=®= Cagd(D)=0

9.1.3 Reéunion, Intersection, Produit cartésien

Définition 9.1.2 Soient A et B deux ensembles finis. On appelle :

o réunion de A et B l'ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B. On note
AUB.

NB : AU B est l’ensemble des éléments qui sont au moins dans l'un des ensembles A
et B.

e intersection de A et B [’ensemble des éléments qui sont dans A et dans B. On
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note AN B.

e produit cartésien de A et B l’ensemble des couples (a,b) tels que a € A et b € B.
On note A x B.

NB : Ax B# B x A (un élement de A suivi d’un élement de B est différent de : un
élement de B suivi d’un élement de A

iw Exemple 9.1.4 Soit A = {a;b;c;i;2;t;w} et B={k;m;i;2;a;8;t}. On a :
AU B ={a;b;c;i; z;t;w; ky;m; 2,8} et AN B = {a;i;t}

Illustration

N
i Exemple 9.1.5 Soit A ={a;b} et B = {&%n a:

Ax B ={(a,1);(a,2); (b,1); (b,2)} et B x ASN(1,a); (1,0);(2,a);(2,0)}

9.1.4 Ensembles disjoints

Deux ensembles A et B sont disjoints si'et seulement si AN B =&

9.1.5 Complémentaire d% dans F

Soit E' un ensemble fini et A ous ensemble de E. On appelle complémentaire
de A dans F, I'ensemble des W’cs de E qui ne sont pas dans A. On le note A ou
CgA.

reA=>r¢ A Q

1w Exemple 9.1.6 Soit E% {a;b;c;1;2;3} et A= {a;b;c}. Ona : A={1;2;3}
Propriété 9.1.1 e AUA=F;e ANA=0

Propriété 9.1.2 Soient A, B et C trois ensembles finis.

e AUB=BUA;e ANB=BNA

e AUA=A;e ANA=A

e AUDP=A;e ANDP=09

e AUBUC)=(AUB)UC ;e AN(BNC)=(ANnB)NC
=(AUB)N(ANC); e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
B;e ANB=AUB
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9.1.6 Partition

Définition 9.1.3 Soit E un ensemble fini non vide. Soient Ay, As,..., A, des sous
ensembles non vides se E. On dit que {As, As, ..., A,} forme une partition de E si et
seulement si les sous ensembles A; (< i < n) sont disjoints deuz d deuz et leur réunion
donne E.

{Ag, Ay, ..., An} est une partition de E <
AiUAU...UA, =F

Illustration

s

?

NB :On a: AN é =< donc {A, A} forme@rtition de E.
AUA=F

= Exemple 9.1.7 Soit E = {1;2;3;4; 5'6m& {1;3;5} et B ={2;4;6}.

9.1.7 Cardinaux

Theoréme 9.1.1 Soient A et B deux sous ensembles finis d’un ensemble fini E.
e Si AN B = ® alors Card(AUMB), = Card(A) + Card(B)
e Card(AU B) = Card(A) + %B) — Card(AN B)
e Card(A) = Card(E) — Ca )
e Card(A x B) = Card(A) rd(B)
e Si AC B alors Card(A ard(B)

i Exemple 9.1.8 M, ispose de 4 pantalons et 3 chemises. Combien de facons
peut-il s’habiller avec §es 4 pantalons et ses 3 chemises ¢

i Exemple 9.1.9 Dansune classe de 40 éléves , 32 pratiquent le tennis et 25 le foot-
ball. Sachant que 5 éléves de la classe ne pratiquent aucune de ces deux disciplines.

1. Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent au moins l'une des deux disciplines.
2. Déterminer le nombre d’éléves qui pratiquent les deux a la fois.

i Exercice d’application 9.1.1 Dans une école de sportif ot chaque éléve joue au
football ou au basketball, on a demandé 25 footballeurs et 13 basketteurs. Sachant que
[’école compte 32 éléves, déterminer :
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1. Le nombre d’éléves qui pratiquent a la fois les deux disciplines.
2. Le nombre d’éleves qui font uniquement le football.

3. Le nombre d’éléves qui pratiquent uniquement le basket .

4. Le nombre d’éléves qui ne pratiquent aucune de ces disciplines.

9.2 Outils de dénombrement

Factoriel d’un entier

Soit n un entier naturel non nul. On appelle factoriel n, le produ@?n premiers

entiers naturels non nuls. On note n!. n! se lit "factoriel n".
nl=nxmn—-1)x(n—-2)...x2x1. Onaaussi n! =n(n—1)! = (n+1)n!

Par convention 0! =1

= Exemple 9.2.1 1! =1 2':2><1:2;3!:3><2><1:N 4x3x2x1=24;
5l =5 x4x3x2x1=120

Anagramme : "AMIS" est un anagramme du mot "M

3!
Le nombre d du mot "NON" est : =
® |.€ nombpre d anagramine du mo O €s 21 91! 2

e Le nombre d’anagramme du mot "BAC" est :

e Le nombre d’anagramme du mot "BOUBOU"

9.2.1 P-listes

Définition 9.2.1 Soit E un ensemble fini gt)ardinal n, p un entier naturel non nul.
On appelle P-listes ou P-uplets d’éléme e F, toute suite ordonnée de p éléments
de E distincts ou non.

= Exemple 9.2.2 Soit E {1 2; b c}

e Eremple de 2-listes : 2,2), (a,a),...

e Exemple de 3-listes : ( b 3 a), (b,b,0), (a,a,1),...
Remarque 9.2.1
e Les P-listes sont camcter@ par l'ordre et la possibilité de répétition.

e Lorsqu’on est en présémc n tirage successif avec remise de p éléments de E, on
des P-listes.

Nombre de P-listes d’élément de E

Theoréme 9.2.1 Soit E un ensemble fini de cardinal n et p € N*. Le nombre de p-
listes d’éléments de E est égal a nP, c’est le nombre de facon de tirer successivement
avec remise p éléments de E.

i Exemple 9.2.3
1. Déterminer le nombre de numéros de téléphone de 7 chiffres qu’on peut fabriquer.
2. Déterminer le nombre de numéros de téléphone du réseau tigo qu’on peut fabriquer.
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3. Déterminer le nombre de numéros de téléphone du réseau orange qu’on peut fabri-
quer.
4. Déterminer le nombre de mots de 4 lettres ayant un sens ou non qu’on peut créer.

Remarque 9.2.2

e Si dans un exercice avec les p-listes, les positions ne sont pas présicées alors il faut
touours multiplier le résultat obtenu par le nombre d’anagrammes.

o "Au moins signifie > " et "Au plus signifie < "

iz Exemple 9.2.4
Une urne contient 5 boules blanches numérotées de 1 a 5; 3 boule ries de 1 a 3

et 2 boules jaunes de 1 a 2. On tire successivement et avec remi owles de ['urne.
Déterminer le nombre de tirages différents :

a) possibles : 10

b) contenant 3 blanches. 5

c) contenant 3 boules de méme couleur : 5% + 33 + 23

d) contenant 2 boules blanches suivies d’ une boule verte 3% x 3!.

e) contenant 2 boules blanches et 1 boule verte : 3(5 @

f) contenant 1 boules blanche, 1 boule verte et 1 boule e dans cet ordre :

50431421
g) contenant 3 boules de couleurs différentes : 35! x 21)
h) contenant 3 boules de méme numéro. 33 + 33 1B¥+13

i) contenant au moins une boule blanche.
j) contenant au plus une boule blanche.

i Exercice d’application 9.2.1 &
Une urne contient 5 boules blanches blanchesy 3%boules noires et 2 boules rouges . On
tire successivement et avec remise 3 boude [urne.
1. Déterminer le nombre de tirages pogdstbies.
2. Déterminer le nombre de tirages contenant :
a) 3 boules blanches
b) des boules de méme couleur.
c¢) Au plus 2 boules blanches. %
d) Au plus une boule blcmche&O
e) une boule blanche suivi d ules noires.
f) une boule blanche et 2 noires.
g) contenant 2 boules n

h) contenant 1 boul me, 1 boule rouge et 1 boule noire dans cet ordre :
i) contenant trois houles\de méme couleur :

9.2.2 P-arrangement

Définition 9.2.2 Soit E un ensemble fini de cardinal n, p un entier naturel tel que
1 <p<n. On appelle P-arrangement d’élements de E, toute suite ordonnée de p
éléments de E deux a deuz distincts .

= Exemple 9.2.5 Soit E = {1;2;3;a;b;c}.
o Exemple de 2-arrangement : (1,2), (2,1) (3,a), (a,b), (a,c),...
e Exemple de 3-arrangement : (1,2,3), (3,1,2), (b,a,c), (a,1,2),...
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Remarque 9.2.3

e Les P-arrangements sont caractérisées par lordre et pas la possibilité de répétition.
e Lorsqu’on est en présence d’un tirage successif sans remise de p éléments de E, on
des P-arrangement.

e Lorsqu’on on forme un bureau de p membres parmi n personnes avec de fonctions
différentes , on a des P-arrangements (pas de cumul de fonctions) .

Nombre de P-arrangement d’élément de E

Theoréme 9.2.2 Soit £ un ensemble fini de cardinal n et p un entier 1 < p <mn. Le
nombre de P-arrangement d’éléments de E est égal a
|
AP = i =n(n—1)(n—2)x...x (n—p+1). Cest lemombrt de facon de

(n —p)!

tirer successivement sans remise p éléments de F.

Calcul avec les A?

5! 5l b x4 x3! Q)
A2 = = =" =5x4=20 \)
T2 3l 31 . Q}

3 10! 100 10 x9x8x 17!

A3 - =10x9 =920
T TR 7l 8 X@
Propriété 9.2.1 A =1; Al =n; A" = n! ¢

Avec la calculatrice : A3, = 10P3 = 720; A3 = 7P, 40;

Remarque 9.2.4
e Si dans un exercice avec les p—armngements% positions ne sont pas présicées alors
il faut toujours multiplier le résultat obtenu@ nombre d’anagrammes.

15 Exemple 9.2.6
Déterminer le nombre de tiercés possible dans l’ordre qu’on peut avoir dans une course

de 15 chevauz. On suppose qu’il a p%ex—aequo. A3 = 2730

i Exemple 9.2.7 Dans une c s&de 30 éléves dont 18 filles et 12 garcons , on forme
un bureau de 3 membres avec@nctions de président, secrétaire et trésorier. Parmi
les 30 éléve, figurent Bineto, bou. Le cumul de fonction n’est pas autorisé.
Déterminer le nombre b@x différents :

a. possibles : A3, = 243

b. contenant 3 membresde méme sexe : Adg + A3, = 6216

c. contenant exactement 2 filles : 3(A3g x Aly) = 11016

d. contenant au moins une fille : 3(Ajg X A%,) + 3(A%g X Al,) + (Al x AY,) = 23040

e. ayant une présidente. Ajg X A2, = 14616.

f. dont Binetou est présidente. A} X A3y = 14616 = 812.

g. dont Binetou figure parmi les trois élus. 3(A] x A3y) = 2436.
h
1.

. dont Binetou est présidente et Abou secrétaire. A} x Al x A3g = 756.
dont Binetou et Abou sont membres du bureau. 3!(A] x A} x A) = 4536.
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iwExercice d’application 9.2.2 Une urne contient 5 boules blanches, 3 boules vertes
et 2 boules jaunes. On tire successivement et sans remise trois boules de l'urne.
Déterminer le nombre de tirages différents :

a. possible : A3, = 720

b. contenant 3 boules de couleurs différentes : 3/(A} x A} x A}) = 180

c. contenant 3 boules de méme couleur : A3 + A3 = 66

d. contenant exactement 2 boules vertes : 3(A2 x AL) =126

e. contenant au plus 1 boule verte : A3 x A3 + 3(AL x A%) = 588

f. contenant exactement 2 boules non vertes. 3(A2 x A3) = 378

9.2.3 Permutation

Définition 9.2.3 Soit E un ensemble fini de cardinal n. On ap%ermutation
d’élements de E, tout n-arrangement éléments de E.

ww Exemple 9.2.8 Soit £ = {1;2;3}.
Ezemple de permutation : (1,2,3), (3,2,1) (2,1,3),...

Conséquence 9.2.1 Le nombre de permutation d’élém@ est égal a Al = n!

Anagramme : "AMIS" est un anagramme du mot "MA

e Le nombre d’anagramme du mot "NON" est : % T

e Le nombre d’anagramme du mot "BAC" est :

1! N
6! 720
20x20x 2 8

e Le nombre d’anagramme du mot "BOUBOU" €s =172

9.2.4 P-combinaison

Définition 9.2.4 Soit E un ensemble cardinal n, p un entier naturel tel que
1 < p < n. On appelle P-combinaison ements de E, toute suite distincts de p
éléments de E .

i Exemple 9.2.9 Soit E = {1;2;3;a;b;c}.
e Eremple de 2-combinaison : , (3,a), (a,b), (a,c),...
e Exemple de 3-combinaison ; :3), (b,a,c), (a,1,2),...

Remarque 9.2.5

e Les P-combinaison sont ca@sé@s par : Pas d’ordre et pas de répétition. "(1,2) =
(2.1)"

e Lorsqu’on est en pré er@’un tirage simultané de p éléments de E, on des P-
combinaison.

Nombre de P-combinaison d’élément de E

Theoréme 9.2.3 Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier 1 < p <mn. Le

n!
nombre de P-combinaison d’éléments de I est égal a C? = W
n —p)!p!
C’est le nombre de facon de tirer simultanément p éléments de E.
n! AP
cr=——__—n
(n—=p'p!  p
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Calcul avec les C?

5!
C2 = ———
P (5-2)12!

Propriété 9.2.2 ¢ C0=Cl'=1;eCr=n;e CP=Cl'7?; e Cl7' 4+ Ct_| =C?

Avec la calculatrice : A3, = 10C3; C2 = 7C4 .

Formule du Bindéme de Newton (a +b)" = Y Cra™" " =Y Cka" "
k=0 k=0

iwExercice d’application 9.2.3
Déterminer le nombre de tiercé différents qu’on peut avoir dans u oyrse de 15 che-
vauzr. C}s

iwExercice d’application 9.2.4 Une urne contient 5 boules blanches numérotées de

1 a5, 3 boules vertes de 1 a 3 et 2 boules jaunes de 1 a 2. Ofi tixe simultanément trois
boules de l'urne. \
Déterminer le nombre de tirages différents :

a. possible : CY, Q
contenant 3 boules de couleurs différentes : C3 Cy
contenant 3 boules de méme couleur : C3 &
contenant au moins une boule jaune : C3 X

b.

c.

d. C2x C}
e. contenant au plus une boule verte : C3 x Ci

f

g.

1 2
3 X C7

contenant 8 boules de méme numéro. C3
contenant exactement 2 boules vertes :

Remarque 9.2.6 Dans un probleme s’il arait pas les expressions : "successive-
ment sans remise’, "successivement gve ise’, "simultanément” dans ['optique a

déterminer le modéle a utiliser nous ous poser les questions suivantes :

L'ordre est il important ?

Réponse \fl’r'pu_n.t.r

P — combinaison (CF)

Question

y'a —t — il possibilité de répétition?

3 2 .
Réponse Réponse

Non

P — liste (n*) P— arrangement :A:’J

/
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Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Inspection d’Académie de Saint-Louis

Année Scolaire 2016-2017
Classe : T'Ss

Série n° 6 : Dénombrement

i Exercice 1

Un sac contient cing boules blanches nu-
mérotées 1,2 ,3,4,5; trois boules rouges
numérotées 1 , 2 , 3 et deux boules noires
numérotées 1 , 2 . On suppose que toutes
les boules ont la méme chance d’étre tirées

e On tire simultanément deux boules du
sac .
1. Calculer le nombre de tirages possibles

2. Déterminer le nombre de tirage dans
chacun des cas suivants :

a) A : " tirer deux boules blanches '
b) B : " tirer trois boules de méme cou-

leur '

c) C : " tirer trois boules de couleur
différente’
d) D : "tirer trois boules portant,le

méme numéro"

e) E : "tirer au moins une boule renge"

f) F : "tirer au plus une boule noire"
e On tire successivement et sans/remise
trois boules du sac . Reprendre leg gmes
questions.
e On tire successivement et aveg remise
trois boules du sac . Reprendréales mémes
questions.
1= Exercice 2
Un sac contient cing (jetons)numérotés de
1 a5 On les tire au hasard un par un en
les placant les uns a coté des autres de la
gauche vers la droite , de maniere a former
un nombre de cing chiffres .
1. Calculer le nombre de possibilits.
2. Calculer le nombre de fagons d’obtenir
un nombre pair .
3. Calculer le nombre de fagons d’obtenir
un nombre supérieur a 23 000

i Exercice 3
On jette simultanément 3 dés identiques
dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et
on note les résultats pessibles .
1. Calculer le nombre @e pg@ssibilités
2. Calculer le nompre de, facons d’obtenir
a) le méme numeérg
b) des numéros différents
¢) le numéro(b exactement une fois
1z Exercice’4
Une classe dggd0 €leves dont 12 filles doit
élire un comité comprenant un Président,
un Vice-pfésident et un Secrétaire . Le cu-
mul de poste n’est pas autorisé
1. Corhibien de comités peut-on consti-
tuer 7
2. (alcéyler le nombre de facons d’obtenir :
a)jan comité dont le poste de Secrétaire
estyoccupé par une fille
b) un comité dont ’éleve X est élu Pré-
sident.
¢) un comité comprenant 1’éleve X
d) un comité pour lequel le Président
est une fille et le Secrétaire un garcon
e) un comité pour lequel le Président et
le Vice-président sont de sexes différents.
i Exercice 5
Une urne contient dix boules numérotées
de 0 a 9 . On tire successivement avec re-
mise 4 boules de I'urne Combien y-a-t- il
de tirages ou le nombre formé :
1. commence par zéro .
2. se termine par zéro.
3. commence par zéro et se termine par
7€r0.
4. commence par zéro ou se termine par
zéro.
5. Est paire.
6. Commence par un nombre pair et se ter-
mine par 3.
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iz Exercice 6

Sur 72 éleves interrogés 50 prennent le taxi
, 22 prennent le taxi et le vélo , 9 ne
prennent ni I'un ni I'autre .

1. Combien de personnes prennent le vélo ?
2. Combien de personnes ne prennent que
le vélo.

1w Exercice 7

La confédération africaine de football dé-
cide de classer par ordre les 3 meilleurs
joueurs africains de 'année 2002, parmi un
groupe de 10 joueurs choisis par les journa-
listes sportifs. Parmi les 10 joueurs figurent
3 sénégalais El Hadji DIOUF, Pape Bouba
DIOP et Henri CAMARA.

1. Calculer le nombre de classements pos-
sibles.

2. Calculer le nombre de classements tels
que :

a) les trois joueurs choisis soient des

sénégalais.

b) El Hadji DIOUF soit élu meilleur
joueur

africain parmi les trois.

c) El Hadji DIOUF figure parmi les
trois

premiers joueurs choisis.

d) Seul le premier ﬁ?oueurs choisis
est

sénégalais.
e) Il y a au moifis un/ sénégalais parmi

les trois.
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Probabilité

Introduction

Le hasard est une composante de la nature, il est donc né€essaire de trouver des
objets mathématiques pour le modéliser : d’ou la naissance de & thgorie des probabi-
lités. Cependant il est a noter que le concept des probabilités est surtout connu par
I'intermédiaire des jeux. Nous les utiliserons pour définir difféFentes notions

10.1 Vocabulaire des probabilités

10.1.1 Expérience aléatoire

Le calcul des probabilités s’appuie sur des experfences aléatoires. Une expérience
est dit aléatoire si :

e On ne peut pas prédire le résultats avec certitiide.

e On peut décrire 'ensemble des résultatsgposgibles.

i Exemple 10.1.1 Lancer d’une piece dé€ monnaie, le jet d’un dé, le choix d’une ou
plusieurs boules dans une urne

10.1.2 Evénement

Tout résultat d’'une expérience dléatoire est appelé éventualité. L’ensemble des éven-
tualités est appelé Univers, il egt’ géhéralement noté €2 .
Toute partie de €2 est appelé égenement. Ainsi on a :

e () est appelé évenementgcertain

e [’ensemble vide ® est appelé évenement impossible

e Un évenement réduit & un seul élément (singleton) est appelé événement élémen-
taire

iz Exemple 10.1.2 Onlance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6
o 0 ={1;2;3;4;5;6}
o {1}, {2},... sont des événements élementaires

10.1.3 Eveénements particuliers

On considére une expérience aléatoire d’univers €) etA et B deux évenements de
celle-ci. On appelle :
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e Evenement contraire de A, le sous ensemble complémentaire de A dans 2. 1l est
noté A.

e Evenement A ou B , 'ensemble A U B.

e Evenement A et B , 'ensemble AN B.

e Deux évenements incompatibles A et B< ANB=®

10.2 Probabilité d’un événement

Définition 10.2.1 Soit E une expérience aléatoire d’univers 2 et P(Q2) l'ensemble des
parties de £ . On appelle probabilité sur P(Q2) , toute application P : P(Q) — [0; 1]
vérifiant :

e P(Q) =1.

o Pour tous événement A et B tels que ANB =®, on a P% P(B)
Conséquence 10.2.1

e Pour tous événements A on a : 0 < P(A) <1

o P(®) =0.

e La probabilité d’un événement A est égale a la som, s probabilités des événe-
ments élémentaires qui le constituent.

Si A={ay;a9;...;a,} alors P(A) = P({a®y+ P({az}) + ... + P({an})

e La somme des pmbabzlztes de tous les evenm& élémentaires de Q est égale a
1.

Propriété 10.2.1 Soient A et B deux evenev@
e P(AUB) = P(A)+P(B P(ANB
e Si AC B alors P(A
o P(A) =1- P(A)

1w Exercice d’application 10.2.1 &7 e un dé cubique truqué dont les faces sont

numérotées de 1 a 6. On note p; la probabilité d’apparition de la face numérotée i. Les
p; vérifient :

P1=DP2 @
ps =pd =2p &'
Ps = Pe = 3p1.
1. Montrer que p, = 0
2. Calculer la probabzlztes venemem‘s suivants :

2
A : "Obtenir 3 ou; ; ; A) = ps +ps = 3
B : "Obtenir un n paire"; P(B) = py + ps + ps =

1
C : "Obtenir un nombre impaire"; P(C) = p; + ps + ps = 5 ou P(C)=1-P(B)

N | —

10.2.1 Cas ou les évenements élémentaires sont équirobables

Lorsque évenements élémentaires ont la méme probabilité on dit qu’il y a équiro-

babilité. Dans ce cas : )

Card(

e La probabilité d'un événement élémentaire {wi} est P({wi} =
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CardA
Card()

e La probabilité d’un événement quelconque A est | P(A) =

nombre de cas favorables pour A

P(A) =

nombre de cas possibles

Remarque 10.2.1 Les expressions suivantes : "dé équilibré ou parfait ou non truqué
", "boule tirée de l'urne au hasard’, "boule indiscernable’,... indiquent que le modéle
réalisé est équirobable.

i Exemple 10.2.1 Une urne contient contient 4 boules blanches et 5 boules vertes.
On tire au hasard simultanément 3 boules de l'urne. Déterminer la probabilité de cha-

cun des événements suivants :
CardA  Cf 141

CardQ) 84 6

Card 2C3 30 5
b) B :" tirer exactement deux boules blanches" : P(B) = CardQ B T4
9

_C dC C2C} + C3CY
c) C :" tirer au moins une boule verte" : P(C a C4 i 22 =

= Card Cc3
S0 20

84  41°
ar 0003 + Cic?

d) D :" tirer au plus une boule blanche'

a) A :" tirer 3 boules de méme couleur" : P(A) =

132

10.2.2 Probabilité Conditionnelle

Définition 10.2.2 P désigne une probabzlz un univers fini . A et B étant deux

évenements de ) tels que P(B) #

On appelle probabilité C’ondztzonnelle de d@ement A sachant que l’événement B est
I

réalisé le réel noté Pg(A) ou P(A/B) par
P(ANB
P(B/A) = <P <;) )
Propriété 10.2.2 Soient A et B @ événements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0.
e P(B/A) = ng(;)B) & PO B) = P(B/A)P(B)
P(A/B) = W AN B) = P(A/B)P(A)

Evénements indépéndants

Soient A et B étant deux évenements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. A et B
sont indépendants lorsque la réalisation de I’'un ne modifie pas la réalisation de 'autre.
P(A/B) = P(A); P(B/A) = P(B)

Theéoréme 10.2.1 Deux événements A et B de probabilitéss non nulles sont indépen-
dants ssi| P(AN B) = P(A)P(B)
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Formule des probabilités totales

Soit E une expérience aléatoire d’univers 2 . Si les évenements By, B2,...,Bn
forment une partition de Q ( avec P(B;) # 0) alors pour tout évenement A, on a :

P(A)=P(ANB;)+PANDBy)+...+ P(ANB,)|ou
P(A) = P(A/B,)P(B;) + P(A/By)P(By) + ...+ P(A/B,)P(B,)

Preuve 10.2.1 Ona: Q=B UByU...UB, et B,NB; =® sii#j.
A CQ donc :

4= ane &)

AN(BiUByU...UB,)
= (ANB)U(ANB)U...U(ANB,) or les (AN B;) sontsificompatibles
P(A):P(AmBl)+P(AmB2)+ .+ P(ANB,)

P(A) = P(A/By)P(By) + P(A/By)P(By) + z\gﬁ

4u

Illustration : Arbre de probabilité
Pour déterminer des probabilités on peut amener a const un arbre dont les branches
sont affectées des probabilités. [ @

Reégle 1 : La somme des probabilités des branches Nﬁs d’un méme noeud (feuille)
vaut 1.

Reégle 2 : La probabilité d’une feuille (extrémité
probabilités du chemin aboutissant a cette feuille.
Regle 3 : La probabilité d'un événement agSecié a plusieurs feuilles est égale a la
somme des probabilités de chacune de ces fQ’l}e.

chemin) est égale au produit des

PN 1 M,) = BN/ M) P(M,)

M, \
PN (M)

N BINO M) = AN/ M) P(M,)
PN /M,

N PN M) = AN/ M) P(M,)

PN /M3

P{N) = P(N1 M) + PN M) + PN 0 M)
= AN/ M)P(M) + PN/ MaF{Ms) + P(N /M) B M)

iwExercice d’application 10.2.2 Une usine fabrique des ampoules électrique a aide
de trois machines A, B et C.

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



10.2 Probabilité d’un événement 91

e La machine A assure 20% de la production eth% des ampoules fabriquées par A
sont défectueuses.

e La machine B assure 30% de la production et 4% des ampoules fabriquées par B
sont défectueuses.

e La machine C assure 50% de la production et 1% des ampoules fabriquées par C
sont défectueuses.
1. On choisit au hasard une ampoule. Calculer les probabilités :

a) pour que l'ampoule soit défectueuse et produit par A : P(D N A) = 0,01

b) pour que l'ampoule soit défectueuse et produit par B : P( D N B) =0,012

c¢) pour que l'ampoule soit défectueuse et produit par C' : P(D N Cle= 0, 005
En déduire la probabilité pour qu’une ampoule prise au hasard sozt déf
0,027.
2. On choisit au hasard une ampoule, elle est dfectueuse Calcul robabilité pour
qu’elle :

a) provienne de A : P(A/D) = 10

27

4
b) provienne de B :P(B/D) = 5 \
5 \;

c) provienne de C : P(C/D) = 5

iwExercice d’application 10.2.3 On dispose de‘lﬁ@nes Uy et Uy. Lurne Uy
contient 3 boules noires et 1 boule blanche, ['urne U1® ent 1 boule noire et 2 boules
blanches. On jette un dé cubique parfaitement équaibxe. Si le dé donne 6, on tire au
hasard une boule de 'urne U, ; sinon on tire a rd une boule de l'urne U;. On
désigne par :

S ’événement "on obtient 6 avec le dé" &

N l’événement "on tire une boule noire"
1. Calculer la probabilité des événement w et SNN :

P(SNN)= ¢ et PENN) =

2. Calculer la probabilité de tirer une boule/noire :

PNy = 2

3. Calculer la probabilité d’avoir 6&1%6 dé, sachant que ['on a tiré une boule blanche :

P(S/N) =

iz Exercice d’application 1@ La probabilité que l’éleve Kara arrive en retard a
[’école le 1° jour est —.

o S’il est en retard unf jou sonné, la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est
1

o S’il est a I’heure un jour donné , la probabilité qu’il soit en retard le lendemain est
1

On appelle R, "évenement "Kara est en retard le jour n" et p, la probabilté de R,,.
1. Déterminer P(R,.1 N\ Ry, et P(R,s1 N Ry) en fonction de p,.
3 1

2. En dédui ntl = —==Dn + —.
n aeaulre qQUe Pni1 20]) 1—5
3. OnposeVnGN*,vn:pn—ﬁ.

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



10.3 Variables aléatoires 92

a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison ~35°

b) Exprimer v, puis p, en fonction de n.
c¢) Calculer 1_131 P(R,)

Remarque 10.2.2 Soit une expérience aléatoire d’univers , P une probabilité définie
sur P(Q) et A est un événement lié a celte expérience. Si on répéte n fois de suite cette
expérience de maniere indépendante alors la probabilité de réaliser k fois événement A

au cours de n répétitions est : C¥[P(A)]k[1 — P(A)]"*

10.3 Variables aléatoires

Définition 10.3.1 Soit une expérience aléatoire d’univers. On appellgpvariable aléa-
toire, toute application X définie de 2 dans R.
On appelle ensemble image de 2 par X, l’ensemble des valeursapossibles de X qui est

noté X ().

10.3.1 Définitions d’événements

Soit une expérience aléatoire d’univers €2 et X variapléualeatoire définie sur €.
Soit k € X(Q).

o (X = k) est 'ensemble des éventualités dont l'ithag@’par X est égale a k.

o (X < k) est 'ensemble des éventualités doit Limdge par X inférieur ou égale a
k.

10.3.2 Loi de probabilité

Soit une expérience aléatoire d’univers Q,“miinie d’une probabilité P. Soit X une
variable aléatoire définie de Q dans R et X (2) = {x1;29;.. .52, }.
On appelle loi de probabilité de la vaptable X , application qui a tout x; € X (), fait
correspondre P(X = ;)

xX; T 9 Tn
P X=x)| P(X=x) | P(X¥=x)| ... | P(X=ux,)
NB:) P(X=u)=1
i=1

10.3.3 Espérance matématique, variance et écart type de X

Soit X une variablehaléateire réelle et X (2) = {x1;29;...;2,}. On appelle :
e Espérance matématique de X, le réel noté E(X) et défini par :

e Variance de X, le réel positif noté V(X) et défini par :

V(X) = ixmx — 1) — (E(X))? = E(X?) — (B(X))?

e Ecart type de X le réel positif noté o(X) et défini par :
o(X) = yV(X)
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10.3.4 Fonction de répartition

On appelle fonction de réppartition de la variable X l'application F' définie de
R vers [0;1] par F(z) = P(X < x)

iwExercice d’application 10.3.1 Une urne contient 3 boules blanches, 3 boules vertes
et 1 boule jaune. On tire simultanément 3 boules de 'urne. Soit X la variable aléatoire
qut, a chaque tirae associe le nombre de boules blanches tirées.

1. Déterminer l’ensemble image de 2 par X .

2. D’eterminer la loi de probabilité de X .

3. Calculer E(X), V(X) et 0(X).

4. Déterminer la fonction de répartition de X et construire sa courbe.

iwExercice d’application 10.3.2 Une boite contient 6 boules W boules blanches
toutes indiscernables au toucher. Un jeu consiste a tirer sucdes ent sans remise
deux boules de la boite. Si les deux boules sont de méme couleur, legbueur gagne 100F
et si les boules sont couleurs différentes, le joueur perd 100F .
1. Dans cette question on suppose n = 3. @
a) calculer la probabilité des événements suivants : \
A : "Avoir deux boules de méme couleur";
B :" Avoir deux boules de couleurs différentes”.
b) Sachant que la premiére boule tirée est verte, est la probabilité pour que
la deuxieme boule tirée soit verte ¢ P
2. Dans cette question, [’entier naturel n est quelc%e et supérieur a 3. on note X
la variable aléatoire qui, a chaque tirage successif(s remise de deux boules associe le
gain algébrique en francs du joueur.
a) Déterminer la loi de probabilité de X .
n? — 13n + 30

(n+6)(n+5)

b) Montrer que l’espérance mathématig) X est E(X) =100
<07

c) Pour quelles valeurs de n a-t-ogJE(

iwExercice d’application 10.3.3 Un ufne contient x boules rouges, 8 + x boules
noires et 20 boules blanches. x étant un entier naturel non nul.
Un joueur tire une boule de l’ume@ suppose tous les tirages équiprobables.

o Sil tire une boule rouge, il per

o S’il tire une boule noire, i, gagne.

e S7il tire une boule blanche, 1l remet cette boule dans l'urne et effectue un nouveau
tirage, toujours avec équiprebabilitée. S’il tire alors une noire, il gagne sinon il perd.
On considere [’événement Le joueur gagne'. On pose p(z) la probabilité de A.
(% + 8) (= + 24)
2(x +14)2
2. Etudier les variations de p sur [1;4+o00[. En déduire la valeur de x pour que la
probabilité de A soit maximale et la valeur de cette probabilité mazximale
3. Dans cette question, on suppose que x = 16. Pour jouer, le joueur a misé 800 francs
. Sl gagne a lissue du premier tirage, on lui remet 1600 francs et s’il gagne a l’issue
du deuzieme tirage, on lui remet 1200 francs . S’il perd il ne regoit rien.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

a) Déterminer la loi de X .

b) Déterminer l'espérance mathématique de X . Le jeu est-il équitable ?( Rappel : Le

1. Démontrer que p(
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jeu est équitable si l'espérance du gain algébrique est nulle)
c) Déterminer ’écart type de X .

10.4 Schéma de Bernoulli : Loi Binomiale

10.4.1 Epreuve de de Bernoulli

Définition 10.4.1 Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne com-
porte que deuz issues appelées succés notée S et échec notée S de probabilités respec-

tives p et 1 — p. La loi de probabilité est appelée loi de Bernoulli de W?ﬁr@ p.

Issues S| S
Probabilité | p | 1 —p

1 Exemple 10.4.1 Lancer d’une piéce de monnaie : \Q)

S
Issues F P
g L1
Probabilité 5|3 ° Q
Q= {01} N
IT7T1
PX=ux)|=]| =

Q

10.4.2 Schéma de Bernoulli Q)

Définition 10.4.2 On appelle schem rnoulli une expérience qui consiste a ré-
péter plusieurs fois de maniére indépendante la méme épreuve de Bernoulli.

i Exemple 10.4.2
e Si on jette 3 fois la méme pie monnaie, on est en présence d’un schema de
Bernoulli a 3 épreuve. g
e Une urne contient 3 boules et 5 boules blanches. Une expérience consiste a
extraire 3 boules de cette urn noter sa couleur.

& Si le tirage des 3 boul fait avec remise, on est bien en présence d’un schema
de Bernoulli a 3 épreu obabilité du succés (A :"obtenir 1 boule blanche") est

— et celui de léchec (B :"obtenir 1 boule noire") est 3

& Si le tirage des les se fait sans remise, nous ne sommes pas en présence
d’un schema de Bernoulli puisque les épreuves ne sont pas indépendantes les unes des
autres.

10.4.3 Loi Binomiale

Définition 10.4.3 Soit X la variable aléatoire qui, a chaque liste de n résultats as-
socie le nombre de succes. La loi de probabilité de X est appelée loi Binomiale de
paramétre n et p. Cette loi est notée B(n,p). On note X ~ B(n,p)
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e n est le nombre d’épreuves
e p est la probabilté du succes lors d’une épreuve.

Remarque 10.4.1 Un schema de Bernoulli s’illustre par un arbre dans le quel, de
chaque noeud partent deux nombres.

e Toutes les branches menant a un succés portent la méme probabilité p.

e Toutes les branches menant a une échec portent la méme probabilité 1 — p.

Propriété 10.4.1 Si X ~» B(n,p), alors on a :

(STS[E[S[E|E[S[S]...|S[E[5]
on a :n épreuves , k succes et n — k échecs
p* : probabilité d’avoir les k succés et p"* échecs puis on choi l ces parmi les n
places pour placer les succés, soit C* et n—k places parmz lesn Za €es restantes pour
placer les échecs, soit C"~) . On alors Vk € X (Q) =k)=C)
ou encore Yk € X(Q), P(X = k) = CFp*(1 p)

X(Q) ={0:1;2;...sn} Q)
o Wk € X(Q), P(X = k) = CkpF(1 — p)n* \

e E(X)=mnp

o V(X)=np(l—p) @l
S
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Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Inspection d’Académie de Saint-Louis

Année Scolaire 2016-2017
Classe : T'Ss

Série n°7 : Calcul des Probabilités

i Exercice 1
Fatou a dans sa pochette trois paires de
boucles d’oreilles; une paire rouge, une
paire noire et une paire verte indiscer-
nables au toucher. Elle veut porter deux
boucles d’oreilles en tirant successivement
deux dans sa pochette.
1. Calculer la probabilité de chacun des
évenements suivants :

a) A :

méme

"Les boucles extraits sont de

couleur”'

b) B : "Une boucle noire et une boucle
rouge

sont tirées".

¢) C : "Une boucle noire et une boucle
rouge

sont tirées dans cet ordre".

d) D : "La deuxiéme boucle est vertg'.

e) E : "Les deux tirées boucles sonfyde

couleurs différentes".
2. Si une boucle noire est tirée, quelle est
la probabilité que la deuxieme bouele soit
rouge ?
iz Exercice 8
TANOH écrit les lettres de sodmom sur 5
cartons et les met dans un éhapeau. En-
suite, il tire successivement/etigans remise
3 cartons du chapeau gwil%dépose devant
lui de la gauche versfla drdite. Il obtient
un mot (ayant un senst@usion).
1. Vérifier que le nombre de mots possibles
est égal a 60.
2. Parmi ces mots :

a) Combien finissent par T 7

b) Combien ne comporte aucune
voyelle ?

c) Combien
consonne 7

commence par une

d) Combien comporte qu'une seule
consonne ?
3. Démontrer que la probabilité d’avoir un
mot terminé par T est/@gale a 0,2.
4. Calculer la probabilitée|d’avoir un mot
comportant au mojins ame voyelle.
5. Calculer la probabilité d’avoir un mot
comportant les lettres O et H.

1= Exercice. 1
On considere_delix urnes U; et U,. U,
contient 3 Mgules blanches et 2 boules
noires; Ug%goutient 5 boules blanches et
1 boule M@ige. L’éxpérience consiste a tirer
une botiley,dans chaque urne. Le tirage est
équiptohable.
Caltuler la probabilité des évenements sui-
vantswy

a) A : "Avoir deux boules blanches'

b) B : "Avoir deux boules noires"

c¢) C : "Avoir une boule blanche et une
boule noire ".
i Exercice 1
On dispose de deux urnes U; et U,. U
contient 4 boules blanches et 1 boule noire ;
U, contient 2 boules blanches et 3 boules
noires. On choisit au hasard une urne, puis
une boule dans 'urne choisie.
1. Quelle est la probabilité de tirer une
boule noire :

a) Sachant que 'urne choisie est Uj.

b) Sachant que 'urne choisie est Us.
2. En déduire la probabilité de tirer une
boule noire.
3. Déterminer la probabilité de tirer une
boule blanche.
iwExercice 1
Un urne contient z boules rouges, 8 + x
boules noires et 20 boules blanches. x étant
un entier naturel non nul.
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Un joueur tire une boule de I'urne ; on sup-
pose tous les tirages équiprobables.

e S’il tire une boule rouge, il perd.

e S’il tire une boule noire, il gagne.

e S’il tire une boule blanche, il remet
cette boule dans 'urne et effectue un nou-
veau tirage, toujours avec équiprobabili-
tée. S'il tire alors une noire, il gagne sinon
il perd.

On considere 1'évenement A : " Le joueur

gagne'. On pose p(z) la probabilité de A.

(x 4 8)(x + 24)
2(x + 14)2

2. Etudier les variations de p sur [1; 400/

En déduire la valeur de x pour que la pro-

babilité de A soit maximale et la valeur de

cette probabilité maximale

3. Dans cette question, on suppose que

x = 16. Pour jouer, le joueur a misé 800

francs .

S’il gagne a issue du premier tirage, on lui

remet 1600 francs et s’il gagne a l'issue du

deuxieme tirage, on lui remet 1200 francs

. S’il perd il ne regoit rien.

Soit X la variable aléatoire égale au gain

algébrique du joueur.

a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer l'espérance mathéma-
tique de X. Le jeu est-il équitable ?( Rap-
pel : Le jeu est

équitable si I'espérance du gain algé-
brique est nulle)

c¢) Déterminer ’écart type de X.

i Exercice 2

Une urne contient trois boules,rouges nu-
mérotées 1, 2, 2 et trois boules Blanches
numérotées 1, 1, 2. Un épreaye consiste a
tirer simultanément trois beules de 1'urne.
1. Calculer la probaljilité de chacun des
évenements suivants :

a) A : "Avoir trois boules de méme cou-
leur”

b) B : "La somme des nombres inscrits
sur les boules tirées est égale a cinq".

2. Soit C I’évenement "Avoir au moins une
boule rouge qui porte le numéro 2".

4
Montrer que P(C) = B

3. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque

1. Démontrer que p(z) =

tirage, associe le nombre de boules rouges
portant le numéro 2 obtenues.

a) Déterminer la loi de probabilité de
X.

b) Calculer I'espérance mathématique

de X.
4. On répete I'épreuve précédente n fois
(n > 1) de suite, en remettant apres
chaque épreuve les boules tirées dans
I'urne.

a) Calculer la probabilité p,, pour que
I’évenement C soit réaligé _qu moins une
fois.

b) Déterminer Je plug entier n tel que
P > 0,99.
1= Exercice 3
Une urne contiefit yquatre dés indiscer-
nables au towghetwArois dés sont verts et
leurs faces sont nwmérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6
et un dé esthrouge et ses faces sont numé-
rotées 2, 24, 4, 6, 6.

1. On tifeyan hasard un dé. Calculer la
probabilité,de chacun des événements sui-
vants’™

AYNA,: "Le dé tiré est rouge'

BB : "Le dé tiré est vert'".

25, Une épreuve consiste a tirer au hasard
n ‘dé puis le lancer trois fois de suite.
ONn désigne par C I'évenement suivant :
C :"Obtenir trois fois de suite un numéro

pair".
a) Montrer que P(C/A) = 1 et
1
IP’(C’/B)Zg.

b) En déduire P(C).
3. Soit X la variable aléatoire qui prend
pour valeurs le nombre de fois ou 'on a
obtenu une face dont le numéro est pair.

a) Déterminer la loi de probabilité de
X.

b) Calculer I'espérance mathématique
de X.
1= Exercice 4
Pour réaliser une loterie, un organisateur
dispose d’une part d’un sac contenant un
jeton blanc et 9 jetons noirs indiscernable
au toucher et d’autre part d’'un dé cubique
équilibré dont les faces sont numérotées de
1 a6.
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Il décide des regles suivantes pour le dé-
roulement d’une partie.
Le joueur doit tirer un jeton, puis jeter le
dé :

e Si le jeton est blanc, le joueur perd le
jeu lorsque le jet du dé donne 6;

e Si le jeton est noir, le joueur perd le
jeu lorsque le jet du dé donne 6.
A la fin de la partie, le jeton est remis dans
le sac.
On donne les éveénements suivants :

B :" Le jeton tiré est blanc"

N :" Le jeton tiré est noir"

G :" Le jeton gagne"
Partie A :

1. Montrer que P(G) =

der d'un arbre pondéré.

2. Quelle est la probabilité que le jouer ait
tiré un jeton blanc sachant qu’il a perdu.
3. Un joueur fait quatre parties de fa-
cons indépendantes. Calculer la probabi-
lité qu’il en gagne exactement deux et don-
ner une valeur approchée a 1072 pres.

4. Quel est le nombre minimal de parties
un joueur doit-il faire pour que la proba-
bilité d’en gagner au moins une soit supé-
rieure a 0,99.

Partie B : L’organisateur décide de faire
de sa loterie un jeu d’argent.

e Chaque joueur paie 1 euro.

e Si le joueur gagne la partie, il recoit
D euros.

e Si le joueur perd la partie, il n€reCoit
rien.

1. On note X la variable aldfeire égale
au gain algébrique (positif ot mégatif) du
joueur a d’une partie.

a) Vérifier que X (QP=%<1;4}. Don-
ner la loi de probabilité de)X et calculer
son espérance

E(X).

b) On dit que le jeu est favorable a 1’or-
ganisateur si E(X) < 0. Le jeu est-il favo-
rable a

I’organisateur ?

2. L’organisateur décide de modifier le
nombre n de jetons noirs (n entier natu-
rel non nul) tout en gardant un seul jeton

7
30" On peut s’ai-

blanc.Pour quelle valeur de I'entier n le jeu
ets-il défavorable a 'organisateur ?

iz Exercice 5

La probabilité que 1'éleve Kara arrive en

retard a I’école le 1¢ jour est £

e S’il est en retard un jour donné, la
probabilité qu’il soit en retard le lende-

main est —.

20

e S’il est a I’heure un jour donné , la
probabilité qu’il soit en retard le lende-
1

main est —.

On appelle R, I'éyenement "Kara est en
retard le jour n" et'P,, laprobabilté de R,.
1. Déterminer P(Ry,+1 ( Ry et P(Rp1 N Ry)
en fonction de pg-

3 1

2. En dédui ntl = ——=Dn + =.
n dedulresgque pn1 QOpZL”)
3.OnposeVn€N*,vn:pn—2—3.

a) Montrer que (v,) est une suite géo-
métrique, de'raison ——.
! 20

b) Exprimer v,, puis p, en fonction de

c)¥Calculer lim P(R,).

n—-+oo
iz Exercice 14

On dispose de deux urnes U; et Uy conte-
nant des boules indiscernables au toucher.
U, contient k boules blanches (k entier na-
turel supérieur ou égal a 1) et 3 boules
noires.

U, contient 2 boules blanches et une boule
noire.

e On tire une boule au hasard dans U;
et on la place dans Us.

e On tire ensuite, au hasard, une boule

dans Us,.
L’ensemble de ces opérations constitue une
épreuve.
On note les évements suivants :

B : "on a tiré une boule blanche dans
I'urne U;".

N; : "on a tiré une boule noire dans
I'urne U;".

B, : "on a tiré une boule blanche dans

I'urne Uy".
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N5 : "on a tiré une boule noire dans
I'urne Us".
1. a) Construire un arbre pondéré modéli-
sant la situation proposée.

k
b) Montrer que P(Bs) = jk:lGZ

¢) En déduire la valeur de k pour que

cette probabilité soit égale a —.

2. Dans la suite on considere £ = 12.
Un joueur mise 800 francs et effectue une
épreuve.

e Si, a la fin de lépreuve, le joueur tire
une boule blanche de la deuxieme urne, le
joueur recoit

1200 francs.

e Sinon, il ne regoit rien et perd sa mise.
Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur, c’est-a-dire la diffé-
rence entre la somme regue et la mise.

a) Déterminer I'ensemble des valeurs
prises par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de
la variable X.

c¢) Calculer 'espérance mathématique
de X.

d) Le jeu est-il favorable au joueur ?
i Exercice 7
Une urne contient 3 boules vertes, 5 boules
blanches et 2 boules rouges indiscernables
au toucher. Apres avoir misé, un joueur
tire au hasard 3 boules de I'urne.

e Si des boules de méme couleur_sont
tirées il gagne 16 euros.

e Si les trois boules sont déagonleurs
différentes il recupére sa mise.

e Sinon, il perd sa mise.

La mise est de 10 euros.

1. Soit A : "Des boules de’méme cou-
leurs sont tirées", B : ['les trois boules sont
de couleurs différentestgGalculer P(A) et
P(B).

2. Soit X la variable aléatoire égale au gain
du joueur.

a) Déterminer les valeurs possibles de
X.

b) Déterminer la loi de X.

c¢) Calculer I’éspérance mathématique
de X.

3. Un individu joue trois fois de suite,
déterminer la probabilité qu’il gagne au
moins 20 euros.

1= Exercice 8

Une boite contient 6 boules vertes et n
boules blanches toutes indiscernables au
toucher. Un jeu consiste a tirer successive-
ment sans remise deux boules de la boite.
Si les deux boules sont de méme couleur,
le joueur gagne 100F et si les boules sont
couleurs différentes, le joueur perd 100F".
1. Dans cette questions®m suppose n = 3.

a) calculer la probabidité des évene-
ments suivants :

A : "Avoir deux befiles de méme cou-
n.,
leur" ;

B :" Avoirlideux boules de couleurs
différentes".

b) Sachafitfgue la premiere boule tirée
est verte, quelle’est la probabilité pour que

la demsgierne boule tirée soit verte ?
2. Danéweette question, ’entier naturel n
est quelgonque et supérieur a 3. on note X
la vAmabple aléatoire qui, a chaque tirage
sucCcessif sans remise de deux boules asso-
gie le gain algébrique en francs du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de

X.

b) Montrer que I’espérance mathéma-

n? —13n+ 30

ti de X est E(X) = 100 .

ique de & est E(X) (n+6)(n+5)

¢) Pour quelles valeurs de n a-t-on
E(X) < 07

iz Exercice 9

Une urne contient 6 jetons rouges et 4 je-
tons jaunes. Un jeu consiste a tirer simul-
tanément 2 jetons de 'urne. Si les jetons
sont de méme couleur, le joueur gagne 1000
FCFA. S’ils sont de couleurs différentes,
alors le joueur perd 1000 FCFA.

1. a) Calculer la probabilité d’obtenir deux
jetons de méme couleur.

b) Calculer la probabilité d’obtenir
deux jetons de couleurs différentes.
2. On note X la variable aléatoire qui a
chaque tirage de deux jetons associe le gain
ou la perte du joueur.
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a) Donner les différentes valeurs pos-
sibles de X.

b) Déterminer la loi de probabilité de
X.

c¢) Calculer 'espérance mathématique
E(X) et la variance V(X) de X.
iz Exercice 10
Une grave maladie affecte le cheptel bovin
d’'un pays. On estime que 7% des bovins
sont atteints. On vient de mettre au point
un test pour diagnostiquer la maladie, on
a établi que :

e quand un animal est malade, le test
est positif dans 87% des cas

e quand il n’est pas malade, le test est
négatif dans 98% des cas.
Considérons les ’evénement suivants : M :
"Etre malade" et T :"Avoir un test positif".
1. Calculer P(M NT), P(MNT) et P(M N
7).
2. En déduire la probabilité de T.
3. Quelle est la probabilité pour qu'un ani-
mal ayant un test négatif soit malade.
i Exercice 11
Un forain organise des loteries de la fa-
¢on suivante : Il dispose d'une grande roue
partagée en douze secteurs circulaires, de
superficies égales, numérotées de 1 a 12.
Lors de chaque partie, il fait tourner gétte
grande roue qui s’arréte et indique le nus
méro d'un secteur. On admet que les douze
numéros sont équiprobables.

e Si la roue s’arréte sur un numésé pair,
tout joueur gagne un stylo

e Si la roue s’arréte sur un multiple de
3, tout joueur gagne un portesglefs.
1. Un joueur effectue une partie. Quelle est
la probabilité des évenements, suivants :

A : "Gagner un stglo"

B : "Gagner un pottecléfs'

C : "Gagner un stylo et un porte-clefs"
2. Un joueur effectue quatre parties consé-
cutives indépendantes répétées dans les
mémes conditions. Soit X la variable aléa-
toire indiquant le nombre de porte-clefs ga-
gnés au bout des quatre parties. Détermi-

ner la loi de probabilité de X et I'espérance
mathématique de X.

1= Exercice 12

Un sac contient contient 4 boules vertes
et 6 boules rouges. On tire au hasard et
simultanément 3 boules de I'urne. Soit E
I’événement " Tirer trois boules vertes'

1. Calculer P(E).

2. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage associe le nombre de boules vertes
tirées.

a) Déterminer la A8 de probabilité
de X, l'esprance mathémadtique de X et
I'écart type de X.

b) Définir et represeuter la fonction de
répartition F' de X.

3. On répéte 10 fois Vexpérience en remet-
tant a chaqtiegfois”les trois boules tirées
dans le sac. Quelle est la probabilité pour
que 'évenemagnt) E se réalise 7 fois a 'issu
des 10 tirg@es/ = Exercice 13

On tgsté™an médicament parmi un en-
semble’d4ndividus ayant un taux de gly-
cémid angrmalement élevé. Pour cela 60%
des(individus prennent le médicament, les
autréyrecevant un placeboll et 'on étudie
afaide d'un test la baisse du taux de gly-
gémiie.

€hez les individus ayant pris le médica-
inent, on constate une baisse de ce taux
avec une probabilité de 0,8 ; on ne constate
aucune baisse de taux pour 90% des per-
sonnes ayant le placebo. On appelle :

M T’événement "avoir pris le médica-
ment"

B T'évenement "avoir une baisse du
taux de glycémie".

1. En utilisant I'galité B = (M NB)U(MN
B), montrer que la probabilité de B est
égale a 0, 52.

2. On soumet au test un individu pris au
hasard.

Quelle est la probabilité pour qu’il ait
pris le médicament si on ne constate pas
de baisse de son taux de glycémie ?

3. On controle cing individus au hasard.

1. Substance que I’on substitue & un médicament (sans que la personne testée le sache ) pour tester

les effets de celui-ci par comparaison
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Quelle est la probabilité d’avoir au moins
un individu dont le taux n’a pas baissé ?
Le résultat sera donné sous forme décimale
a 1073 pres.
i Exercice 8
Un porte- monnaie contient quatre pieces
de 500 et six pieces de 200. Un enfant tire
au hasard et simultanément 3 piece de ce
porte-monnaie.
1. Calculer la probabilité de I’évenement :
A= " tirer trois pieces de 500 "
2. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre de pieces de 500 figurant dans le
tirage.
a) Déterminer la loi de probabilité de
X.
b) Calculer I'espérance mathématique
et I’écart type de X.
3. Soit Y la somme de la valeur faciale des
pieces tirées.
a) Déterminer les valeurs prises par Y.
b) Calculer I’écart-type de Y.
4. L’enfant répete cinq fois 'expérience en

remettant a chaque les trois pieces tirées
dans le porte-monnaie. Quelle est la pro-
babilité que I’événement A se réalise trois
fois a lissue des cing tirages.

iz Exercice 8

Un arrondissement de m habitants compte
48% d’hommes. Des études statistiques
montrent que : 4% des hommes et 7% des
femmes sont atteints du paludisme. On
choisit au hasard un individu parmi cette
population. Calculer la probabilité pour

que cet individu soit :
a) Un homme atsemt du paludisme.
b) Une femme nte du paludisme.

¢) Une personne atteinte du paludisme.

d) Un homl@on atteint du palu-
disme.

Unh

du paludls
me, sachant qu’elle est at-
telnte udisme.

N

sachant qu’il est atteint

<
&
&

S
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| CHAPITRE
Les nombres Com-

plexes

Approche Historique

e Au d?but du XV I?me si?cle, le math ?maticien Scipioné,ddl Ferro, propose une
formule donnant une solution aux ?quations du 3¢ degr ? de la foxfme 2 + pr = ¢

4p3 4p3
3 _ 2 & 3 2 4
q \/q+27+ q+\/q+27‘

2 2

xr =

e A la fin de ce si?cle, Bombelli applique cette formulef? I’ ?quation z® — 15z = 4.

11 obtient littéralement : x = /2 — 11v/—1 + V/2 + 114/=.
Cette ?criture pose un probl ?me majeur puisqu’elle am e ? consid ?rer le nombre /—1
qui n’a encore aucun sens. N 7anmoins, Bombelli va plis plus loin, il remarque en uti-
lisant les r 7gles de calcul usuelles que :

24+ V=1P=2+11V-1et (2— V-1 52 N1/-1
Par cons ?quent, il obtient : © = 2 + /=1 4+ 2&— J/—1 = 4.
Or, © = 4 est bien une solution de 1’ ?quatiotgg® — 152 = 4. Une question naturelle
s’est alors pos 7e : peut-on 1 7gitimemeng.cdlotiler avec des symboles imaginaires comme
ci-dessus ? C’est ainsi qu’est n 7e la thiforie des nombres complexes...

Approche ensembliste

e [’ ?quation x + 1 = 0 n’a pls &e solution dans N, mais elle admet une solution
—1 dans un ensemble plus grand 72

1
e De m ?me, I’ 7quation 3z #3l n’admet pas de solution dans Z, mais elle admet 3

comme solution dans I'enseimble Q plus vaste que Z.
e It puis, I’ ?quation z2= 2mv’a pas de solution dans Q: il faut chercher dans R pour
en trouver.

En clair, quand une ?quation n’a pas de solutions, une d ?marche naturelle (et his-
torique) pour en trouver consiste en chercher dans un ensemble plus grand. Au stade
de nos connaissances, 1’ensemble num ?rique le plus Pourtant I’ ?quation 2241 = 0 n’a
pas de solutions dans R . . .

On va donc, dans ce chapitre «construire?» enfin plut 7t imaginer un ensemble plus
grand que R dans lequel I’ ?quation 22 + 1 = 0 poss ?de des solutions. On Pappellera
C : ensemble des nombres complexes. Le principal 71 7ment de C sera not ? ¢ ( ¢ comme
imaginaire) et v ?rifiera 2 = —1. L’ ?quation pr ?c ?dente poss ?dera alors deux solu-
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tions: 22 +1=0< (z+i)(z—i)=0&2=10 ou z=—i
Je vous rassure tout de m ?me, il n’existe pas d’ensemble plus grand que C permettant
de r ?soudre des ?quations polyn ?miales.

Eléments d’histoire

En 1637, Descartes propose 'appellation de « nombres imaginaires », mais c’est
Gauss en 1831 qui le premier les nomme les «nombres complexes ».
Euler, d ?clarant que la notation y/—1 est absurde car elle conduit ? une contradiction
de la d ?finition, introduit la notation i (comme imaginaire) en 1777_pour le nombre
qui v ?rifie i? = —1.
L’ensemble des nombres complexes C appara 7t alors : ce sont les mombres de la forme
a + b, avec a et b r 7els. Les r 7gles de calculs dans R sont conserv 7es.
Les nombres imaginaires prennent alors leur statut officiel de nombres, avec notamment
une repr 7sentation g 7om 7trique de chaque nombre x + iy avec gyt y r 7els par le point
du plan de coordonn 7es (x;y). Ils ont notamment servi pour fermaliser la th ?orie de
la relativit ? d’Einstein (1905). A notre niveau, ils sont utiles‘@yg ?om 7trie et pour la
r 7solution toutes les 7quations.

11.1 Forme algébrique d’un nenihre complexe

11.1.1 Définition

Définition 11.1.1

On appelle nombre complexe, tout nombre z pouvant s’écrire sous la forme z = a + ib
oa €R , bR eti un nombre tel que 1> s> 19

L’ensemble des nombres complezes est ngté'C.

15 Exemple 11.1.1
21 =2+4+3i (a=2etb=3);20=-2i (aZ0etb=-2);23=2 (a=2etb=0)

11.1.2 Vocabulaire et notation

e 2 =a+ibavec (a,b) € R? &styappelée la forme algébrique de z.
e Le réel a est appelé la partié réelle de z, on note Re(z) = a
e Le réel b est appelé la partie imaginaire de z, on note Sm(z) =b

15 Exemple 11.1.2

21 =2+ 3i; Re(z )& 26t Sm(z) =3

29 = —T7—2i; Re(zy) = =7 et Sm(z) = =2
23 = —2i; Re(z3) =0 et Sm(z3) = —2

24 =3; Re(z4) =3 et Sm(zy) =0

25 =0; Re(z5) =0 et Im(zz) =0

Remarque 11.1.1 Soit z = a + ib un nombre compleze.
e Sia =0 alors z =1b est appelé un nombre imaginaire pur.
e Sib=0 alors z = a est appelé un nombre réel.
e [’ensemble des nombres imaginaires pur est noté iR
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Propriété 11.1.1

e Un nombre complexe z est dit réel si sa partie imaginaire est nulle.
z€R & Qm(z)=0

e Un nombre complexe z est dit imaginaire pur si sa partie réelle est nulle
z €iR < Re(z) =0

11.1.3 Nombre complexe nul

Propriété 11.1.2
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont toutes nulles.

=0
Soitz:a+ib0na.'z:0(:>{z_o a]

11.1.4 Egalité de deux nombres complexes %

Propriété 11.1.3
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement sipi meéme partie réelle et
meéme partie imaginaire.

a =
Soit z=a+ibetZ =d +ib ona:z=2 & {b
. ;
11.1.5 Représentation géométriqu nombres complexes
On appelle plan complexe, tout plan muni d’ ere orthonormé direct (O, u, 7)
Principe &
e Tout nombre complexe z = a + 4 gtre associé au point M (a;b).
e Réciproquement , a tout point . 0),,on peut correspondre le nombre complexe
z =a+1b.
Vocabulaire

e Le point M (a;b) est appel&gge du nombre complexe z = a + 1b.
e Le nombre Complexe z est appelé laffixe du point M (a;b).

Notation

On note souvent M (z)\et se lit " M le point d’affixe z ". Parfois on note aussi
ZM = a + ib
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Illustration

| Axe des imaginaires

] -
T _T T
-1 (o -1 2 g 3 4 5 g8 "

Are des réels

e [’axe des ordonnées est appelé 'axe des imaginaires.

\W
e [’axe des abscisse est appelé 'axe des réels. @

1w Exemple 11.1.3 Le plan est muni d’un RO @, ).
Placer les points A, B, C et D tels que z4 = 1 —i—ZN 2—3i;zc=2¢etzy=—1

11.1.6 Affixe d’un vecteur, du d’un segment et d’un
barycentre

Soient M(z) et M'(z") deux points du @ complexe.
e L’affixe du vecteur MM’ est z —

e L’affixe du point [ milieu de [MM’] ést z; =
e Si G = bar{(A,a); (B,b); (C,%avec A(za), B(zp) et C(z¢) alors l'affixe de G

—

aza + bz + czo

a+b+c
e Si GG est 1’1sobarycentred6 ts avec A(za), B(zp) et C(z¢) alors l'affixe de G

est zg =

zZa+ 2B+ 2¢

est zg =

15 Exemple 11.1.4 rQ(l B(2 + 3i) et C(—2 + 2i) trois points du plan
compleze. Soient I miilieu de [AB] et G = bar{(A,1);(B,2);(C,—2)}.

1. Déterminer laffixe int I, Uaffize du point G et Uaffixe du vecteur @

2. Déterminer laffize du centre de gravité G' du triangle ABC'.

11.1.7 Calcul dans C

Toutes les réles du calcul dans R restent valables dans C.
Soit z = a +ib et 2z’ = a’ + ib’ deux nombres complexes
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Somme
242 =(a+d)+i(b+V).
Produit
zx 2 = (a+ib)(a +ib') = (ad’ — bb') + i(ab + ba')

Propriété 11.1.4
o (a—ib)(a+ib) = a* + b

o (a —1ib)? = a® — 2iab — b?
e (a+ib)* = a® + 2iab — V? Q}

Quotient
z a+ib ad +0  .a'b—al
;_a’—i—ib’_a’2+b’2+la’2+b’2 Q)

iwExercice d’application 11.1.1
On donne 21 = —4 — 1 et 20 = 3+ 24 et23:x2—4$+(—@y)i ouxr €R etyeR.
a) Calculer z; + 2z, 21 X 23 et !

%)
b) Déterminer x pour que 23 soit imaginaire pus Q
d) Déterminer y pour que z3 soit réel. N

n|0|1] 2|3
L1 -1 -1

Puissance de ¢ : Calcul de " &

NB : Si n > 4 alors i" = " avec te de la division euclidienne de n par 4.

ww Exemple 11.1.5 Simplifier 12, 137, 12016 ¢t 2011

Triangle de Pascal : Pour dé&)pper (a+b)"

n=0 1

n=1 1 1 :(aerlﬁb

n=2 1 2 1 = b a® + 2ab + b?

n=3 1 3 3 1 (d+b)? = a®+ 3a®b + 3b%a + b*

n=4 1 4 6 4 1 (a+0)* = a* + 4a®b + 6a%V* + 4ab® + b*

Cette disposition porte le nom de "Triangle de Pascal"

ww Exemple 11.1.6 Simplifier z; = (1 + 2i)* et 2z = (2 — 20)?
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11.1.8 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 11.1.2 On appelle conjugué d’un nombre comlexe z = a + ib le nombre
complexe noté z et défini par : Z =a +1ib=a — ib

iz Exemple 11.1.7

21:1+Z:>Z_1:1—Z
22:—3—4Z:>52:—3+4Z
23=2=—>23=2

Propriété 11.1.5 Soient z zt 2 deux nombres complexes. On a
® 2+ 7Z=2Re(2); 82— 2=2iFm(z); e 22 = [Re(2)]> + [Sm
e+ =z+7
oz Xz =2zx2

o 2 =7" Q)
(z> z \
[ ] — = =
z! 2!
e z2cR&s z=12 @
e ciR& z2=—2
0 O

INlustration N
Soient M(z) et M'(z). M et M’ sont symétrij@ar rapport a 'axe des réels.

| Axe des imaginaires

i Exemple 11.1.8

1. Déterminer la forme alébrique des nombres complexes suivants :
1 3+ 2

PRt 1
2. Soit Z le nombre complexe défini par Z = et ] avec z un nombre complexe différent
z
de 1. Soit A le point d’affize 1.

a. z1
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a. On pose z=x+ iy et Z =X +1iY. FExprimer X etY en fonction de x et y.
b. Déterminer l’ensemble des points du plan tels que

e 7/ soit réel;

e / soit imaginaire pur.

11.2 Forme trigonométrique-Forme exponentielle d’un
nombre complexe

11.2.1 Module d’'un nombre complexe

Définition 11.2.1
On appelle module du nombre complexe z, le réel positif noté |z|\cifdéfini par

|z| = Vzz.
Si z = a+1b alors |z| = Va? + b?

15 Exemple 11.2.1

H=14i=|n|=1+il=VI2+12=12

=l iV3=> Jaf = | — 1 — V3] = V(- 1)? + (VB2 = Vi=2
23 =4—3 = |z3| = |4 —3i| = V/(4)2 + (=3)2 =, V2625

2y = 4 = |z = [4i] = /(4)2+ 02 = V16 =4
z=3= |z =13 =/(3)2+02=v9=3

Interprétation géométrique du module

Le plan est muni d'un ROND (O, 7, 7) Sois M le point d’affixe z = a + b
On a : d'une part |z| = va? + b? et dhautre part OM = va? + b?, donc |z| =
Alors le module s’interprete géométriqeément comme une distance.

Are des fmaginoires

1 2 4 3 4 5 &

Are des réels

Remarque 11.2.1 Soient A(za), B(zp), C(2¢) et M(z) quatre points du plan. On a :

_ ) o o |zc—za|  AC |z —2za MA
o |2 — 24| =AB; e |z—z4s| =AM ; e =15 ° =B

ZB — ZA Z— ZA
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wExercice d’application 11.2.1 Soient A(2 + i), B(3i) et M(z).
—2—-2 1z — 20+ 1
Onposelezi,z; Jy=2—2—1 etZgzu
z— 31 2z — 61
Interpréter géométriquement |Z,|, |Zs| et |Zs).

Propriété 11.2.1 Soient z et 2’ deux nombres complexes. On a :
o |z[ =1z|; o |22/| = |z x || ; o |2"] = |2|";

S Bl o) e ey < el 4 1

Y
i Exercice d’application 11.2.2
1. Dans chacun des cas suivants déterminer le module de z.

a. z:—\/§—|—@'; b. z=141; c. 222(—\/§+i)4’.
d.Z:<—\/§+i)(1+i)2;e,zz(_\/_3_‘._)z)' Q]

(1+1)2
2. Soient A(1 —3i), B(4+ 5t) et C(—3+ 2i). Calculer AB, AC%et BC.

Z/

Rappels : Détermination d’un ensemble de points @

Soient A et B deux points du plan : \
e [’ensemble des points M du plan tels que AM = r(r @/es‘c le cercle de centre A

et de rayon 7.

e L’ensemble des points M (x;y) du plan tels que ( @—I— (y—0)2=r(r>0)estle
cercle de centre I(a;b) et de rayon +/r.
e [’ensemble des points M du plan tels que M est la médiatrice du segment

[AB].

MA
e [’ensemble des points M du plan tels que k (k # £1) est le cercle de diametre
[IJ] avec I = bar{(A;1)(B;k)} et J = bar )(B; —k)}.

ein=(43) - (5).
e’ tbr=(x+-] — (=
2 2
2
ot obr=(a-g) - <b>
2 2
iwExercice d’application 11.2. ent A(2i), B(—3 —1) et C(1+1).
Déterminer l’ensemble des point ) du plan tels que :
a. |z—2il=3;b. |z—1—j +3+i|;clz—i+1=1;4d |iz+2|=4
(M ?thode g ?om ?trique e ode analytzque)

iwExercice d’applicatio 2.4

Soient A et B deuz points d plan d’affixes respectives 1 + i et 3 — 24.

Soit f Uapplication plan qui, @ tout point M(z) associe le point M'(Z) tels que
z—1—1
z—3+2 . _

1. On pose Z = X +1Y et z =x +1y.

a. Exprimer X et'Y en fonction de x et y.

b. Déterminer ’ensemble des points M(z) tels que :

e 7 soit un nombre réel; o Z soit un nombre imaginaire.
2. a . Interpréter géométriquement le module de Z.

b. Déterminer ’ensemble des points M(z) tels que :
o |Z|=1;0|Z|=2
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11.2.2 Argument d’un nombre complexe
Quelques rappels sur la trigonométrie

Angles remarquables

ol = s Y/
o — — — |- |
AFIRaE
3 2] 1
1| — | —1| = | 0|-1
COs & 5 \?_ \3_
1 2 3
i 1 = | —|— 1110
sin «v 5 5 5
Systéemes d’équations trigonométriques
a. C.OSZB - c.osa = x = «f27]; b. C?S$ - COS'O[ = ¢ == of27]
sinx = sin « sinx = —sina
c. {C_OSI B _.COSCY =r =7 —«a27]; d. {C.OSZL‘ B _C.OSOé = r =7+ af27]
sinx = sin « sinx = — gin &

1 Exemple 11.2.2 Résoudre dans R les systemes suivants,:

1 % V3

COST = COS[L':E COSZE:—7 COST = —

1

a 2 b c d

o V3T V3o )L Vol . 1

SIH.T:? Slnl’:—7 Slnx:? Sll’lx:—g

Définition 11.2.2 Le plan compleze est muni dan BOND (7, 7) Soit M le point
d’affize z(z # 0). .

On appelle argument de z noté arg(z), toute nfBsure de Uangle (U ,OM).

—
On a : arg(z) = (Z,0M)[2x]

Are des imaginaires

:l !F

1 2 5 3 4 5 & 7

Axe des réels

Détermination d’un argument : Soit z = a+ib € C* et 0 = arg(z).

y_ 01 a Re(2)

cost = = s =

Le triangle OI M est rectangle en I, on a alors : ?]\]\/[4 a2b+ v gl;ﬂ(z)
sinf = =

OM ~ JVaZ+» |2
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cost) = §R|e(|z)
g — z

On a alors : |0 = arg(z) < ' Sm(z)
sinf = B

i Exemple 11.2.3 Déterminer un argument de z dans chacun des cas suivants :
a.z2=V3+i; b z=—14i;¢c.2=1—iV/3;d z=—-1—1

Propriété 11.2.2 Soient z et z' deux nombres complexes. On a :
1
e arg(z) = —arg( )[27] ; @ arg (;) = —arg(z)[27];
o arg(zz') = ( )+ arg(?)[2x] ; e arg(z") = narg(z)[27] ;
e arg (i/) —arg(Z')[2]

T
o arg(ib) = E si b<0 P argla) = {7T st a<0 cR

NB : @

e Un nombre complexe non nul admet une infinité d’argtiments.
e Un nombre complexe nul n’a d’argument.

e Si 0 = arg(z), 'ensemble des arguments de z es la forme 0 + 2km , € Z

bo | 3

1w Exemple 11.2.4 Déterminer un argument d&®adans chacun des cas suivants :

1
a.z=1+41;b. z:—f—kié; c. z=—V3 d. z = (—V3+1)*(1 +i)*;

2 2
_ (=B

1
e z= : cfz==1;9 z=-5
(14 14)2 2 .:

Interprétation géométrique de I’a ent

Soient A(za), B(zg), C(z¢) et Mz # O) quatre points du plan. On a :
e arg(z) = (U ,0M)[27]; ® arg(zp — £4) = (7,1@)[2%] ;

. arg <z3:;> _ (AB, AC) %. arg (i‘Z) _ (WA, M B)[2r]

iwExercice d’application 1 Soient A(—1), B(3 —2i) , C(1+4i) et M(z).
z2—3+2 21z — 61+ 1

z—1—4’ 3z —3—12i
1. Déterminer une wes e (Jﬁ, 1@)
2. Interpréter géomiétriguement arg(Zy) et arg(Zs).

On pose Z, =

Rappels : Détermination d’un ensemble de points

Soient A et B deux points du plan : N
e L’ensemble des points M du plan tels que (MA,]\ﬁ) = 0[n] est la droite (AB)
privée des points A et B.
. vt T L
e [’ensemble des points M du plan tels que (M A, ]\ﬁ) = 5[7‘(’] est le cercle de diametre
[AB] privée de A et B.
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NB : -
ez:ciRe2=0 ou arg(z):§[7r]
e:cR&2=0 ou arg(z)=0[n]
. s . z+1
wwExercice d’application 11.2.6 Soient A(1), B(—1) et M(z). On pose Z = 1’
Z J—

1. Interpréter géométriquement arg(Z).
2. En déduire ’ensemble des points M(z) du plan tels que :
o /ciR;e Z€cR

20 — ZA

Propriété 11.2.3 Soient A(z4), B(zp), C(zc) et D(zp) quatre poz’n%lan. Ona:

e A, B et C sont alignés ssi arg =0 ou .
ZB — RA
e (AB) L (AC) ssi arg <ZC - ZA) =+
ZB — ZA 2

e A, B, C et D sont appartiennent a un cercle( ou sont cogycliques) ssi
20— 2 Zp — 2

C B DT A R \

Z0 — RA Zp — ZB

iwExercice d’application 11.2.7 A(—2i), B(2+2i), C(@z) et D(2) quatre points

du plan complezxe.
1. Placer ces points. °
zo — 2
2. Donner le module et un argument du nombre com ¢ B
ZA — ZB

3. En déduire la nature du triangle ABC'.
4. Montrer que les points A, B, C' et D appagtier'nent a un méme cercle dont on

précisera le rayon et le centre &

11.2.3 Forme trigonométri Qlln nombre complexe

Soit z un nombre complexe et soit & unjatgument de z. On appelle Forme trigono-
métrique de z I'écriture de z sous la forme £ = |z|(cos @ + isin6).

9

Preuve 11.2.1 Soit z =a+ b &: arg(z). On a :

cosf = v Ree(2)
\/a2b+ b? |z Cb

sinf = ————
VETR A

a b
=a+e 2= 2+62< + i >
e Ve VEL 8 ViR

&z =|z|[(cos @ +isin)

<

11.2.4 Forme exponentielle d’un nombre complexe

On pose VO € R, cosf +isinf = e et cosf — isinf = e,
Soit z un nombre complexe et soit # un argument de z. On appelle forme exponentielle
de z, écriture de z sous la forme z = |z|e”
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iwExercice d’application 11.2.8 FEcrire sous forme trigonométrique puis sous forme
exponentielle les nombres complexes suivants :
a. 721 = —34+3iV3; b 2o =2—2i

wExercice d’application 11.2.9 Soit 2y =1+iV/3 , 20 =1+1i et z = é.
22

1. Ecrire sous forme trigonométrique puis sous forme exponentielle z; et zs.
2. Donner l’écriture algébrique de z.

3. Donner [’écriture trigonométrique de z.
T T
4. En déduire la valeur exacte de cos 12 et sin —

12
11.2.5 Formule de Moivre et Formules d’Euler, Q}

Formule de Moivre

Pour tout 6 € R et pour tout n € Z, on a :
(cos @ +isin )" = cos(nb) + i sin(nb)

1= Exemple 11.2.5 \
1. Calculer (1 +4)216. @

2. Exprimer cos 3x et sin3x en fonction de cosx et sin £

®
Formules d’Euler N

Pour tout § € R, on a :
eif 1 =it ol _ o—if

COS@ZT et sm@zT &

Cas général :
Pour tout 6 € R et pour tout n € Z, o
ema + efinG

cos(nf) = — et |sin(nf) =

Propriété 11.2.4 V0 € R et Vo' @m a:
0
i(0+0') . o 67 &‘(9—9') ;e (eie)n _ ein@ s 0 =1

. .
e x e =¢ —
619

4 4

3 x, sin* z.

wExercice d’application 11.2710 Linéariser cos® z, sin®z, cos

NB : Linéariser cos™ x 6u sin™z c’est exprimer cos™ x ou sin” x en une somme de cos px
et sin gz.

11.3 Equation du second degré dans C

11.3.1 Racine carrée d’un nombre complexe

Soit Z = a + ib un nombre complexe. On appelle racine carrée de Z tout nombre
complexe d tel que 6% = Z.
Lorsque 0 =z + 1y, on a :
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22— y=aq
FP=Ze 2+ =Va2+ b2
2zy = b

Preuve 11.3.1 Soit 6 = x + iy une racine carrée de Z = a+ib. On a :
=7z

=7 & )
0° = |Z]

(x+iy)> =a+1b
2 +y? = Va2 + b2

- 22 —y? + 2izy = a +ib ﬂ]
2?2+ =V + b2
P—y—a
& 2zy =0

x2+y2\/m\®

i Exemple 11.3.1 Déterminer les racines carrées du re complexe 5 — 12i.

Soit § = x + iy une racine de 5 — 12i donc 6> =5 . On a alors :
2 —y?=5 v P=5 (1)

2 =5-12i e qx? +y? = /52 + (—12)2 +y? =13 (2)
20y = —12 (3)

M+ @2)=22=181’=91=3 o
2)+(1)=2=8y =4 2r=2 0@-—2.

Comme xy = —6 < 0 donc x et y sont de contraires.
Par suitex =3 ety = -2 ouxz = —3
Par conséquent les racines carrées d 120 sont : d =3 —2i et d = -3+ 2

iwExercice d’application 11.3.1 Déterminer les racines carrées du mombre com-

pleze A = —2 + 2i/3. @

11.3.2 Equation du se&d degré dans C

Définition 11.3.1 Une équdtien) du second degré dans C est une équation pouvant
s’écrire sous la forme az* G—I— c =0 avec a, b et ¢ sont des nombres complexes et

a # 0.
1w Exemple 11.3.2®)z24z+3+@'0; 224+ 242=0

Méthode de résolution

Soit (E) : az? + bz + ¢ = 0 équation du second degré dans C. Pour résoudre (F),
on calcule son discriminant A = b? — 4ac.
e1°Cas: AeR:

& Si A > 0 alors (E) admet deux racines distinctes :

b VA . b+ VA

271 = ——— et 29
2a 2a

M.Djitté, site web : https://site.google.com/sites/babacardjittemaths



11.4 Racine n-iéme d’un nombre complexe 116

& Si A =0 alors (F) admet une racine double : zy = —2b
a

& Si A < 0 alors (F) admet deux racines complexes conjugueés :
—b—1\/|A —b +iy/|A
2 = 7.

2 2a
e2°Cas: AcCet A¢R ( = a + ib) : On cherche une racine carrée de A.
Soit 6 =x +1iy / 6% =

alors (E) admet deux racines distinctes :
—b—19¢ —b+0

et z9 =
2a 2 2a

21 =

i Exemple 11.3.3 Résoudre dans C les équations suivantes :

a. 2°42242=0;b. —2°4+(4+3i)z2+14—-2i =0, c. 22— (5 %% 3ivV3 =0
d

11.3.3 Exemples de factorisation de polynome

i Exemple 11.3.4 On considere dans C [’équation :

(E): 2%+ (=6 — 4i)z + (12 4 21i)z + 9 — 45i = 0. \
1. Montrer que (E) admet une solution imaginaire pur zo n déterminera.
2. Résoudre (E). 6

i Exemple 11.3.5 On considere dans C [’équation Q
2B —(3+20)z+(1+4i)z+1—2i=0. ¢

1. Déterminer la solution réelle de I’équation. N

2. Résoudre l’équation.

11.4 Racine n-icme d’u bre complexe

11.5 Racine n-ieme de ité

Définition 11.5.1 Soit n un entier naturel non nul. On appelle racine n-ieme de
["unité tout nombre complexe z tel %” =1.
Détermination des racines & de l’unité

Soit z€e C,ne N, z"=1. Che s les solutions sous forme exponentielle.

"] = E |2l =1
M=1s kel & & 2km
arg(z") = drg(1)™= 2kn narg(z) = 2km arg(z) = —
2k
Alors|z=¢ n , keZ
Propriété 11.5.1
2k:7r
o 2" —1<:>z—e n . keZ.
e Pour trouver toutes les racines n-ieme de l'unité, on prend k =0,1,...,n — 1.

e On a exactement n racines n-ieme de 'unité.
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iz Exemple 11.5.1 Déterminer les racines cubiques et les racines quatriemes de ['unité.
Remarque 11.5.1 Sin > 0, la somme des racines n-ieme de 'unité est nulle.

Preuve 11.5.1 On a :

27 Am
Zo+z1i 4zt 4z = 4en +en ... 4%
27 27 2 2r1"

= 1+ 617 + 617 +...+ e n

B 1 — 62'L7r
B 27

1-— e2 n
1 —cos2r —isin27
N

1 - 61 n \

1-1-0
S

1- el n

11.6 Racine n-iecme d’un no complexe

Définition 11.6.1 Soit n un entier naturel fon nul et Z un nombre complexe. On
appelle racine n-ieme de Z tout nombre com z tel que 2" = Z.
Détermination des racines n-ieme
Soit z€ C, ne N; z" = Z. Cherchons soltitions sous forme exponentielle.
Soit a = arg(Z). On a :

"= |z
ez o FAZIZ kez
arg(zy) = arg(Z) + 2kn

v = 2]
rg(z) = arg(Z) + 2kn

Q 2" = 1Z]
narg(z) = a+ 2km

=

2| = {/14]
& a  2km
arg(z) = —+ —
non
<a 2k7r>
i| —+——
Alors |z = {/|Zle \™ "™/ kel

Propriété 11.6.1
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<a 2/{:7r>

il —+—

o= 2=Zle\" "/ kel.

e Pour trouver toutes les racines n-ieme de Z, on prend k =0,1,...,n — 1.

e On a exactement n racines n-ieme de Z.

i Exemple 11.6.1
1. Déterminer les racines cubiques de Z = 2 — 2i.

2. Déterminer sous forme exponentielle puis sous forme trigonométrique) les racines
carrées de 7 = —8+v/3 + 8i.

11.6.1 Détermination des racines racines n-i¢me de Z connais-
sant une racine z

Soit (E): 2" = Z et 2, une solution de (E).
On a alors :
2km

=7 z\" i
M=z | — ] =1l 2=2%e n
zO:Z 20

Propriété 11.6.2 Si on connait une racine n-ieéme z , alors toutes les autres
2km
i

racines n-ieme de Z sont de la forme : |z = zge N =0,1,...n—1

wExercice d’application 11.6.1 (BAC 2005 oit ( = 4/2(—1 — 1)
1. Montrer que zy = \/§ — Z\/§ est une solution ).
2. En déduire les autres solutions de (

3. Déterminer la forme algébrique et la for trionométrique, les solutions de (F).
4. En déduire la valeur exacte de cos om e@

ol 85

11.7 Complément : Nature d’un triangle

o ABC est un triangle isocele e et & et
O 7 m(Ez)-ers
ZB — %A
o= zal g
AB = AC P
e ABC est un triangle reétangle isocele en A < et = et
~
A:§ arg <ZC ZA> :iz
ZB — %A 2
20 — ZA
AB = AC = BC pmmo Bl
B T A
e ABC est un triangle équilateral < et & et
~ =~ o~
A:B:C:§ CLTg<ZC ZA)::I:W
ZB — ZA 3
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Z0 — ZA
1
AB # AC n—oal 7
o ABC est un triangle rectangle en A < et & et
~ 7
A:§ arg <ZC ZA) ::l:z
ZB — ZA 2

wwExercice d’application 11.7.1 (BAC 2007 52)
On considére dans C, Uéquation : (E) : 2% — (3+2i)22 + (1 +4i)z + 1 —2i = 0.
1. a. Déterminer la solution réelle de (E).

b. Montrer que i est une solution de (E).

c. Déterminer la troisiéme solution de (E).

2. Soient les points A, B et C d’affizes repectwes 1,7 et 2+41.

a. Déterminer le module et un argument de
b. En déduire la nature du triangle ABC.

B—ZA
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> CHAPITRE
1 f 3 Les Transformations
du plan : Similitudes

directes planes

12.1 Généralités

Définition 12.1.1
On appelle transformation du plan P, toute bijection de P dans)P.
Soit f une transformation du plan P qui, d tout point M%&), du plan, associe le point
M (). Ona:f: P — P
M(z) — M'(?)

o M’ est le point image de M par f.

e M est le point antécédent de M’ par f.

o f(M)=M & f(z)="2.
Cas particulier Idp : Idéntité du plan :

VM e P, Idp(M)=M

iz Exemple 12.1.1 La translation, [’homothétie et la rotation sont des transforma-
tions du plan.

Définition 12.1.2 (Point invariant pac f)
On appelle point invariant d’une transformation [ tout point point qui est son propre
image.

M (z) est invariant par f < f(MN=M < f(z) =22 =2

12.2 Similitudes divectes

12.2.1 Translations

Définition 12.2.1 .
On appelle translationide vécteur 0 (7 # 0 ), la transformation du plan P, notée t,

——
qui , a tout point M associe le point M' tel que : tm(M) = M' < MM = 0
Remarque 12.2.1

%
e 5iU =20 alors t- = Idp
ol 3z =tz
oty = tjm
e 5i =0 alors t= n’admet pas de point invariant.
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Ecriture complexe

Soient M (z) et M'(z' deux points du plan et @ (b) un vecteur. On a :
to(M)=M MM =d &2 —z2=bs 2 =2+
est ’écriture complexe la translation de vecteur U daffixe b.

NB : Soit f(M)=M'] 2 =az+b.

Sia =1 alors f d'une translation de vecteur @ d’affixe b.

i Exemple 12.2.1

1. Déterminer [’écriture complexe de la translation de vecteur 7 da 3.

2. Soit f la transformation du plan qui, a tout point M(z) associe i () telle
que 2’ = z + 2 — 2i. Déterminer la nature et les éléments caractéistigues™de f
12.2.2 Homothétie

Définition 12.2.2

On appelle Homothétie de centre Q et de rapport k (k € R* ), la transformation
du plan P, notée h(, k), qui , d tout point M associe le " tel que :

QLK) (M) = M’ < QM = kQM

-Q’

Remarque 12.2.2 N

o Si k=1 alors h(Q,1) = Idp
o Sik € R* — {1} alors h™ 1 (Q, k) = h

o n(Q, k)oh' (k) = h"(Q, kK)
e h(Q, k) a un seul point mvarmnt EQ)n centre ().
Ecriture complexe

R(QE) M) =M < QM = k) Z—w=k(z—w) e d=kz*—-w)+w.
2 =kz+ (1 — k)w| est Décriturghcomplexe d'une homothétie de centre Q(w) et de

rapport k. Q
Remarque 12.2.3 2/ = kz (I k)w.

Posons a =k et b= (1 k@ (1 —a)w. On a alors 2/ = az+b avec a € R* — {1}
NB : Soit f(M) = MY 2 5 az+b.

b
Sia € R*—{1} alors f estine homothétie de centre {2 d’affixe w = 1
k= a.

Soient M (z), M'(z" et Q(w) trois Eoints duplan . On a :

et de rapport
a

i Exemple 12.2.2

1. Déterminer ’écriture complexe de [’homothétie de centre Q d’affive w = 21+ 2 et de
rapport k = 3.

2. Soit f la transformation du plan qui, d tout point M(z) associe le point M'(2') telle
que z' = 2z — 5+ 2i. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
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12.2.3 Rotation

Définition 12.2.3
On appelle rotation de centre Q et d’angle 0, la transformation du plan P, notée r(£2,6),
qui , a tout point M associe le point M’ tel que :

QM = QM
Q,0)(M)=M <
(€, 6)(M) {(W,W):@

Remarque 12.2.4
e S0 =0 alors r(2,0) = Idp
e 5i 00 alors v (Q,0) = r(Q, —0)
o r(0,0)or(Q,0) =r(Q,0+6)
e 1(2,0) a un seul point invariant qui est son centre €.
Ecriture complexe Qj
Soient M (z), M'(2") et Q(w) trois points du plan . On \i

r(QO)(M) =M < {Qﬂzﬁ

=

& 2 -w=e%2—w)
%é "=z —w) tw

2 =24 (1 — e?)w|est écfigure complexe d'une rotation de centre Q(w) et d’angle

9
Remarque 12.2.5 /£ ¢ ;(1 —e)w.

Posons a=¢"? etb=(L—ef)w=(1-a)w. Onaalors 2’ =az+b aveca ¢ C*, a ¢ R
et la] =1
NB : Soit f(M)=M'] 2 =az+b.
b
Sia¢ C* a¢Ret|a|] =1 alors f est une rotation de centre Q d’affixe w = . et
—a

d’angle 6 = arg(a).

i Exemple 12.2.3
1. Déterminer l’écriture complexe de la rotation de centre Q d’affize w = 2i et d’angle
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- g
2. Soit f la transformation du plan qui, a tout point M(z) associe le point M'(2') telle
que z' =iz 4+ 2 — 2i. Déterminer la nature et les éléments caractéistiques de f.

12.2.4 Similitudes directes

Définition 12.2.4

On appelle similitude directe de centre Q, de rapport k (avec k > 0) et d’angle 0, la
transformation du plan P, notée s(2, k,0), qui , a tout point M associe le point M’ tel
que :

QM' = kQM

QkOH(M)=M &
#{ &, 6)(M) {(W,W) —9 ﬂ]
Remarque 12.2.6 %

e Si0=0 alors (2, k,0) = Idp @
e Si 0 +#0 alors s 1 (Q,k,0) =5 (Q, %, —6’) \
o s(k,0)os( K, 0") = s(Q kK, 0+6) w

e 5(Q,k,0) a un seul point invariant qui est son cen

Ecriture complexe

Soient M (z), M'(2') et Q(w) trois points du On a
= kEQM
Ok O)(M)=M o
S(82£,0)(M) S
H_

& QM QM) =

2 —w|

@ o Yzl

¢
N\l\l\
|
>~ &
9]
=
vE
)
£ W
|
_|_
e &

2 =kez + (1 — ke”)w| est 'écriture complexe d'une similitude directe de centre

Q(w), de rapport k et d’angle 6.

Remarque 12.2.7 2’ = ke + (1 — ke)w.
Posons a = ke et b= (1 — ke)w = (1 — a)w. On a alors 2’ = az + b avec a ¢ C*,
a¢Retlal #1
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NB : Soit f(M)=M'] 2 = az+b.

Sia ¢ C,ad¢ Retla] # 1 alors f est une similitude directe de centre 2 d’affixe
b

W= de rapport k = |a| et d’angle 0 = arg(a).
—a

iz Exemple 12.2.4

1. Déterminer l’écriture complexe de la similitude directe de centre 2 d’affive w = 141,
s
de rapport k = 2 et d’angle 0 = —3

2. Soit s la transformation du plan qui, d tout point M(z) associe le point M'(2') telle
que 2" = (1 +14)z — 2i. Déterminer la nature et les éléments caractérigtigues de f.

Théoréme 12.2.1 Toute similitude directe admet une écriture complexe\pouvant s’écrire
sous la forme 2’ = az +b

Détermination d’une similitude

& A partir de deux points et leurs images Q)
Soient A(z4),B(zp), C(z¢) et D(zp) quatre points d tels que A # B et
C # D. Soit s la similitude directe qui transforme A en C' en D.
Ona: M(z), M'(2) /S(M)=M"<& 2 =az+0b. Q
o
S(A)=C < zc=aza+b (1) N

S(B)=D < zp=azg+0b(2)

(2)-(1)= zp —zc =alzp — z4) = |a = t b:zc—azA‘

& A partir de son centre, d’un poi e@n image
u

Soient A(z4),B(zg), C(z¢) trois p plan . Soit s la similitude directe qui
laisse invariant A ( de centre A) et transfore B en C.
Ona: M(z), M'(2) /S(M) =M< 2"=az+0b.

S(A)=A< za=aza+b(1)
S(B)zC(:)zz:azf;—i—b( %

et|b=(1—a)zs

(2)-(1)= zc —za=a(zp — =

1w Exemple 12.2.5 Sqglien B et C trois points du plan d’affixes respectives
za = —1, zp = —2+1 dt zc 5 1. Déterminer les éléments caractéristique de la similitude
directe s qui laisse invagiant A et transforme B en C.

& A partir de son expression analytique

Pour d 7terminer 1’ 7criture complexe d’une application du plan dans lui-m ?me
d’expression analytique donn 7e, on peut proc ?der de la mani ?re suivante :
e Ecrire 2/ = 2’ 4 iy’ et remplacer 2’ et ¥ en fonction de x et y.

z
et développer l'expression obtenue en

z zZ—
et y par

e Remplacer x par

fonction de z et Z.
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iz Exemple 12.2.6 Soit s l'application du plan dans lui-m ?me d’expression analy-
, ¥=x—y—2
tique : §
y=x+y+2
1. Déterminer l’écriture compleze de s.
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de s.

12.3 Image d’une configuration par une similitude
directe

Soit s une similitude directe de centre €2, de rapport k et d’angle 0. W

Transformation Similitude s
Droite (AB) (A'B") = s[(AB)]
A = s(A) Q)
B’ = s(B) \
Cercle C(I,r) s(C)=C'(I',r")
I'=s(1) @
= |klr

o\
iwExercice d’application 12.3.1 Soit f la transfotmation du plan qui, a tout point
M (2) du plan associe M'(2') tel que : 2" = (1 + 1) + 2i.

1) Déterminer la nature et les éléments caractérigtigues de f.
2) Déterminer une écriture analytique de f.
3) Déterminer une équation de l'image D’ de&lmite D:y=xz+3 par f.
4) Déterminer une équation de l'image C' duncerele C' de centre I d’affive zr =i et de
rayon 2v/2. Q)
= Corrigé
1) Déterminons les éléments caractéristiques de f.
=(14+idi)z—2+2
\1 +i| =v2# 1 donc f est une ST ude directe plane.

COSH—
0=arg(l+1i) < :>9— 27?]

sinf =

b 242
_ 2k - 29

f est une similitude difecteplane de centre Q d’affive w = —2 — 2i, de rapport 2v/2 et
d’angle T. | f = S(Q,2

2) Déterminons une écriture analytique de f.
M(z); M'(2") f(M)=M".
fM)=M & 2 =1+1i)z—2+2i. Soit z=ux+1y, 2/ =2"+1y.
+iy = (1+4)(x+iy) — 2+ 2i
= x+iyt+ir—y—2+22
= (r—y—-2)+i(lz+y+2)
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/ — _ _ 2
Par identification x, vy
Yy =x+y+2

3) Déterminons une équation de l'image D' de la droite D :y = x + 3 par f.
M(z), M'(z). M € D, S(M)=M"e D'.

¥=x—y—2
On a . 4
y=x+y+2
x! / _ /|
Donc o' +y =2r 2= —2Fy et Yy -1 =2y+4sy= + .

Alors
_zl+y/+4_$/+y/
2 2

y=r+3< +3< 1 =5

Autre méthode
On prend deux points A et B de la droite D puis .on@mme leurs images par f,
notées repectivement A" et B'. En fin on détermine ‘quation de la droite (A'B')

qui est la droite D' cherchée.

D:y=x+43
A| B

x| 0| 8 &
yl| 8| 0

Le point A a pour affize z4 = 3i et, pour affixe zg = —3.

SA)=A" & _zp=(1+1i)za—2+2
S = (1+14)(3i) — 2+ 2i
Za = =5+ 5
S(B) = zp=(1+1i)zp —2+2i
zpr=(1+14)(=3) —2+42i

=
0 = ZB/:—E)—Z'

Ona: f[(D)] = f[(AB_> (A'B') avec A'(—5; E))) et A'(—>5; —1). N
M’(x’;ﬂ)e (AB) & A’Me_ﬁ>colinéaire a AB'. Or AM(z —5;y —5); A’B'(0;6).
Alors A’M est colinéaire 4 A'B" < —6(x +5) — 0(y — 5) = 0 ou encore x = —5.

4) Déterminons une équation de l'image C" du cercle C de centre I d’affize z; = i et
de rayon 2v/2.

f est une similitude de centre Q(2 — 2i), de rapport /2 et d’angle %

fICI,2v2)] = C'(I',7") avec ' =k xr =2 x 22 =4 et I' = f(I)
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donc zpp = (14 d)zr — 2+ 2i = —3 + 3i.
C" est le cercle de centre I'(—3 + 3i) et de rayon 4. Donc on a :

C'(z+3)7°+(y—3)?2=4>=16|

iwExercice d’application 12.3.2 Soit f une transformation du plan qui, d tout point
M (z;y) du plan associe M'(x';y/) telle que :

o =2 —3y+3V3
Y =V3r+y+V3

1) Déterminer une écriture complexe de f.
2) Donner la nature et les éléments caractéristiques de f.
1= Résolution

1) Déterminons une écriture complexe de f.
M(asy), M(2)/z = x +iy et M'(a';y/), M'(") /' = 2’ + iy’

%,

d=a +iy = r—V3y+3vV3+i(V3az V3)
= z—V3y+3V3+iV3z iv3
= (L+iV3)z + (—V3rdly ¥3v3 —iv3
= (1+iV3)z+ (i f Dy + 33 —iv/3
(1+iV3)z +i(1 )y + 3V/3 —iV3
= (14+iV3)(z+1i
(1+4v3)2 +

A
Donc|f:2 = (14ivV3)z+3vV3 —iV3 Q)

2) Donnons la nature et les éléments caractéristiques de f.

1+iv3 € C, |1 +iV3] =+/12 =4 =21 donc f est une similitude

directe plane

0 =arg(l+iV3) & \/— :>0:3[27r]

b 3\/_—|—2 +21
T 1-a —z\/§

f est une similitude
d’angle 3. | f = S(Q;2;

=—1+ 3.
plane de centre Q) d’affire w = —1 + 3i, de rapport 2 et

iwExercice d’application 12.3.3 Soit f une transformation du plan qui, a tout point
141
M(2) du plan associe M'(2') telle que : 2" =

Montrer que OM M’ est un triangle rectangle isocéle en M.
1= Résolution

z et O origine du repére.
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Montrons que OMM' est un triangle rectangle isocéle en M'.

_ 1414 1_1+i
z—z’_z 2 Z_ 2 Z_ 1—14

=1

20— 2 _1+Z'Z n _1+z’z T 1
2 2
Z—Z/ ’| 1:> / 1:>MM/ M/O
= 7| = — _
zo— 2! M'O
20— 2 2

MM’ = MO
(M’O>,M’M>) 7 d’ou OMM' est un triangle rectangle, isoeegle en M'.

i Exercice d’application 12.3.4

1. Résoudre dans C ’équation (E) : (1 —i)2* + 2(1 + 2i)z
2. Soit zy la solution de (E) dont la partie réelle est egal% partie imaginaire, z,

lautre solution. My et My désignent leurs images respec dans le plan complexe

rapporté au repére orthonormé (O, i, j ). On considérg, la®imilitude plane directe s

de centre O, de rapport \/2 et d’angle % . Soit Mn(‘n

a) Exprimer z, en fonction de z, 1.

age de M, _1(zn_1) par s.

b) Soit r, et 0, le module et 'arqument de z,. rer que la suite (r,)nen est une
suite géométrique et que que la suite (0,)nen éstune suite arithmétique.
On précisera la raison et le premier terme que suite.

c¢) Exprimer r,, et 6, en fonction de n.

i Exercice d’application 12.3.5 %
Soit S la tmnsformation du plan complezre ni d’un repére orthonormé, d’écriture
compleze : 2/ = (1 + 1)z + 2i. A le poi ze —2 et B celui d’affixe —1.
Partie A
1. Donner la nature et les éléments caractéristiques de S.
2. Déterminer affize du point C l’%e du point B par la transformation S.
3. En déduire la nature du triangle” ABC.

Soit la suite (z,) définie par;
n1 = (1 +14)2, + 2i
1. Calculer z, et z.
2. On consideére la suite@yu,) définie par : u, = z, + 2.
a) Montrer que la suile suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la
ratson et le premier terme.
b) En déduire une expression de z, en fonction de n.
3. Soit M, le point d’affize z,.
a) Construire les points M, pour n variant de 0 a 8.
b) Pour quelles valeurs de n les points M, sont-ils a l'intérieur du cercle de centre
A et de rayon 5.
Zn+1 +2

¢) Démontrer que
) que ————

=1+ et en déduire la nature du triangle AM, M, 4
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iwExercice d’application 12.3.6 Le plan complexe est muni d’un repere orthonor-
mal direct (O, 7, 7) On prendra pour unité graphique 5 cm.
On pose My le point d’affize zg = 2 et Vn > 1, My y11(2n41) Uimage du point M, (z,)

2
par la similitude directe s de centre O, d’angle % et de rapport 5

1. a) Exprimer z,41 en fonction de z,.

b) Calculer zy, zo, z3, 24 et vérifier que z4 est un nombre réel.

c¢) Placer les points My ,My, My, M3 et My sur une figure.
2. Pour tout entier naturel n, on pose u, = |z,|.

a) Justifier que u,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

b) Exprimer u, en fonction de n.
c) A partir de quel rang ng tous les points M, appartiennent—il%que de centre
O et de

rayon 0,1 ¢
3. a) Montrer que pour tout entier naturel n,

Zn-i—l
b) En déduire la nature du triangle O M, M, .

4. Pour tout entier naturel n, on pose l, la longueur du 1 risée MoMyMs ... M,.
On a ainsi l, = MoMy + MMy + ... M, M, ;.

a) Exprimer 1, en fonction de n.

b) Déterminer alors la limite de la suite ( Q
.
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Inspection Académique de Saint-Louis

Lycée de Dioudé Diabé
Prof : M.Djitté

Classe : T'S,

Série n°2 : Nombres Complexes & Similitudes planes directes

1 Exercice 1
Mettre sous forme algébrique les nombres
complexes suivants :
J— 1 . J— Z — 3 .
T2 3T T2
z3=1(2+2)(2z—1); 24 = '7::12_1
(On posera z = x + iy pour z3 et z4)
iz Exercice 2
Dans chacun des cas ci-dessous déterminer
le module et un argument de z, puis don-
ner sa forme trigonométrique et sa forme
exponentielle :

a) 2= —V34+i;b)z=1+1;

¢) z=2(—V3+i)* d) 2 =2(—V3 +

21

i) (1 +1)? s
= 7(_ 3+i>3' z = —sina
= e D= emed

g) z=14cosa+isina, a € [0;27]

1—cosf —isinf
h) z = —
1+cosf —isinf
wExercice 3
On pose 2z = V6 +ivV2; 2o 0L+ i et
21

23 = —.
22
1. Donner la forme trigonométrique de z.

2. Donner la forme algébrigue de z.

70

3. En déduire la valeuf exaéte de cos T2 et
s

de sin —.

i Exercice 4

Soit z un nombre complexe tel que z #

—3i. On considere le nombre complexe Z

définie par
7 _ 2iz — 1

—31.

Déterminer analytiquement puis géométri-

. Soit A le point d’affixe
— iz

quement l’ensemble des points M(z) tels
que :

a) |Z]|=2;b) |Z]| =4 .
iz Exercice 5
Soit z un nombre gomplexe tel que z # 1.
On considere le nombre complexe Z définie

par
z+1

Z = :
z —

Soient M (z), M&(Z), A(1) et B(—1).
1. Interprétefgéométriquement un argu-
ment de Z.
2. Déterminewyet représenter ’ensemble des
point® M d¥ plan tels que : a) z € R; b)
z € 1R,
i Exercice 6
Omconsidere dans C 1’équation

—23 4+ (4+1)2°+ (8+61)2+4+28i = 0.
1. ‘Mlontrons que cette équation admet une
SoJution imaginaire pure que I’on notera «.
2. Déterminer les autres solutions /3 et ~.
3. Soient A, B et C' les points du plan d’af-
fixes respectives «, 3 et 7.

a. Placer les points A, B et C.

b. Calculer b=

V-«

c. En déduire la nature du triangle
ABC.
1= Exercice 7
Soit z = —8V3 +8i; u = (V6 — V2) +
i(V6+ V2).
1. Calculer le module et un argument de
z.
2. Déterminer sous forme trigonométrique,
les racines carrées de z.
3. Calculer u%. Exprimer les racines carrées
de z sous forme algébrique.

5
4. En déduire la valeur exacte de cos% et

. om
smg iz Exercice 8
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1. Considérons 'équation (E) : 224+3v/32+
9=0.

a) Résoudre dans C I’équation (F).( on
notera

21 et z9 ses solutions ).

b) Déterminer la forme trigonomé-
trique de z;

et de 2.
2. Soit P le polynéme complexe défini par

P(z) = 22 =3(i+3)22 +9(1 +iV3)z —
271.

a) Démontrer que 'équation P(z) = 0
admet

une unique racine imaginaire pure.

b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que

P(2) = (2 — 3i)(az® + bz + ¢).

c¢) En déduire toutes les solutions de

I'équation P(z) = 0.

3. Soient A, B et C' les points d’affixes
3 3,
2 2
et zc = Zp dans le plan complexe muni
d’un repére orthonormal (O, W, 7). (unité

2cm)
a) Placer les points A, B et C sur la
figure.

respectives z4 = 3i; zp =

b) Ecrire ¢ = AT B

sous forme algé-
2C — %B

brique.
¢) Déterminer le module et un Argu-
ment de q.
d) En déduire la nature du triangle
ABC'. w=Exercice 9
1. Montrer que (=1 +4)* = 2 + 2
2. a) Résoudre dans C, I'équatidneg’ = 1.
( on donnera les solutions sous ferme tri-
gonométrique et sous forme algébrique)
b) Déduire des questidns précédentes
les solutions dans C de Tequation (F) :
2 =2+2i.
On remarquera que (FY"St équivalente a

3
()
-1+

3. a) Ecrire —1 4 7 sous forme trigonomé-
trique.

b) En déduire des arguments des solu-
tions de

(E).

4. Déduire des questions 2.b) et 3.b) les

™ .
valeurs exactes de cos — et sin

12 12

1= Exercice 10
On considere dans C, ’équation

(B) : 2° — 4iz® + 4iz — 24i — 8 = 0.
1. Montrer (F) admet une solution imagi-
naire pure que l'on notera zg.
2. Trouver les autres solutions z; et zy de
3. Dans le plan complexe muni d'un re-
pere orthonormé (O, u, 7), on considére
les points A, B, C' et D d’affixes respec-
tivesa = —21; b =2 F20;,¢c= —2+ 41 et
d=2.

a) Calculer *°.

b) Déterminer le médule et un argu-
ment du

b—a

nombre compléxe ¢ = T

En déduire [awature du triangle ABC.

¢) Démohtré¥ que les quatre points A,
B, C

et D gent‘sur un méme cercle dont on

predisera le centre et le rayon.
1= Exeérgice 11
On @ensne dans C 'équation (£) :
— 7 %241.
Iy, Vérifier que zy = 2 — ¢ est une solution
de, (F)
2/Résoudre 'équation (F).
s Exercice 12
1. Déterminer I’écriture complexe de la si-
militude directe vérifiant :

a) f a pour rapport k = 2; angle § =

2t =

s
4
et transforme A en B avec z4 = \/§ et
b) f a pour centre I(1 + i) de rapport
k=3 -
et d’angle —3
2. Déterminer la nature et les éléments ca-

ractéristiques de la similitude directe f du
plan telle que f(A) = Bet f(C)=D

a) za=1;2p=—-4—i;z0=1—1et

ZD:—1—2i.

b) z4 =3—2i; 25 =—-3-2i; zc = —3i
et

ZD:3.

1= Exercice 13
1. On consideére 1’équation complexe
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12.3 Image d’une configuration par une similitude directe
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(E): 24 (3+2i)22+ (3+5i)z+ 2+ 6i.

a) Déterminer la solution imaginaire
pure de

b) Déterminer les deux autres solutions
21

et zo de (E).
2. Le plan est muni d'un repere ortho-
normé direct (O, @, 7). On considére les
points A, B et C' d’affixes respectives z4 =
—2i, zp = —2—1 et zc = —1 + 1. Soit s
la similitude directe de centre A qui trans-
forme B en C.

a) Donner 'écriture complexe de s.

b) Déterminer les éléments caractéris-
tiques de

s.

¢) Déterminer I'image par s de la droite
(D)

d’équation y = x.
i Exercice 14
Le plan est muni d’un repere orthonormé
direct (O, u, 7) On consideére le point A
d’affixe 2.
1. Soit f lapplication du plan P vers
P qui, a tout point M d’affixe z associe
le point M’ d’affixe 2/ définie par 2/ =

1+ivV3  1-iV3
z+ .

a) Déterminer I'affixe de A’ I'im
A par
f
b) Déterminer laffixe du poir% tel

S

O

que

f0)=5.
c¢) Déterminer les éléments caractéris-
tiques de
f
2. Soit g la similitude directe de centre
Q) d’affixe i, de rapport £ = 2 et d’angle
™
0=——.
3

a) Démontrer que I’écriture complexe
de g est

g:zr— 2 = (1—1iv3)z — /3.

b) Déterminer l'affixe de A” image de
A par

gof

¢) Déterminer (I'éériture complexe de
gof =wExercice 15

Le plan est muni_d’un repére orthonormé
direct (O, U 7 considere le point A

d’ afﬁxe 2. (Mldere la transformation
du plan f f& — M'(2,y') définie

+y—1

a)ﬂ&er iner I’ensemble des points in-

varia
etermmer I'image des points A(1+

et
(—1

¢) Determlner I'antécédent de C'(1+2i).

d) Déterminer 'image de la droite

(D) :y=2x+1.
2. Déterminer I’écriture complexe de f. En
déduire la nature et les éléments caracté-
ristiques de f.
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