NOMBRES COMPLEXES — Chapitre 4/4

uTou{‘ (e cours en vidéo : https://youtu.be/ABo2m520EYw

Partie 1 : Applications des nombres complexes a la géométrie

Dans la suite, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (0 ; U, V).

Propriété : A, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan d'affixes respectives a, b
etc.Ona:

a) AB = |b — a|

b) (d; E) = arg(b — a)

c) (E,TC) = arg(Z:Z)

Démonstrations :

a) On considére un point E, d’affixe e tel que OF = AB.
Alors:|b —a| =|e— 0| = OE

Comme OF = AB, OE = AB donc |b —a| = AB.

b) E a pour affixee = b — a.
Donc (i ; OF) = arg(b — a) et donc (i ; AB) = arg(h — a).

c) (ZE’,ZE’)= (Zﬁ;ﬁ)+ (ﬁ;ﬁ)

= (i;AC) - (u;4B)
= arg(c —a) — arg(b — a)

= arg(;—)

Méthode : Utiliser les nombres complexes en géométrie

u Vidéo https://youtu.be/NjLZfbgRFBO

Soit A, B et C trois points d'affixes respectives zy = —2 — i,z = 1 — 2i et
zc = —1+2i.

a) Démontrer que le triangle ABC est isocéle en A.

b) Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Correction

DAB=|zg—z4|=11-2i—(-2-0)|=13—-i|=V9+1 =10
AC =z —z4| = |-1+2i—(-2—-1)| =]1+3i|=vV1+9 =10

Donc AB = AC.
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2) (Zﬁ;ﬁ)=arg(
ZC_ZA_1+3i
Zg—2z, 3—1i
B 1+3)B+10)

T B3-DB+10D)
_3+i+9i-3

9+1

i

ZC - ZA)

Zp — Zy

100
=45 =
(AB; AC) = arg(

Zc — Zy

s
= [ = — 2
o) = arg(®) = (2]
On en déduit que I'angle BAC est droit.

Méthode : Déterminer un ensemble de points

u Vidéo https://youtu.be/WTXu19XCOLwW
u Vidéo https://youtu.be/Spuq7tzMzZAo
u Vidéo https://youtu.be/r6RO4ifOf70

Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter :
a) 'ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.

b) ’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1.

c) Lensemble des points M tels que |Z— 3 +i| = |z — 5]|.

|z—i|
d) L'ensemble des points M tels que =2

|z]

T
e) L'ensemble des points M tels que arg(z) = " [7].

/i
f) L'ensemble des points M tels que arg(z — 2 + i) = " [27].

Correction

a) Soit A le point d’affixe 2i alors |z — 2i| = 3 s’écrit :
AM = 3. En effet: |z — 2i| = AM.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(2i) et
de rayon 3.

b) liz—3| = |i(z + 3i)| = |i| X |z + 3i| = |z — (=30)|

Soit A le point d’affixe —3i alors |iz — 3| = 1 s’écrit AM = 1.
En effet: |z — (—3i)| = AM.
L’ensemble des points M est le cercle de centre A(—3i) et de rayon 1. 34
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olz=3+il=1z-3+1=1z2-3-i|l=|z-3-i|l=|z— (3 +1)|

Soit A le point d’affixe 3 + i et B le point d’affixe 5alors |Z— 3 + i| = |z — 5|
s'écrit AM = BM.
L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [AB].

zZ—i
I I=2.

d
7

Soit |z — i| = 2|z|, en notant que z # 0. 1
Soit encore : |z — i|? = 4|z|?

On pose z = x + iy, alors I’équation s’écrit :

lx + iy —i|?> = 4]x + iy|?

lx + iy — D|? = 4|x + iy|?
X+ (y — 177 = 4Gc2 + 57) N

x24+y2 =2y +1=4x? + 4y? 0

3x2+3y2+2y=1

x2+yz+z =
3

2

x2+(y+1) -
3

2+( +1)2_

2
L’'ensemble des points M est le cercle de centre A (0 ; —%) et de rayon 5

1
3

O O » Wk

e) L’ensemble des points M est la 1°™ bissectrice de I'axe
des abscisses et de I'axe des ordonnées privée de
I'origine.

f)arg(z — 2 + i) = arg(z — (2 — i)).
Soit A le point d’affixe 2 — i alorsarg(z — 2 + i) = % [27] 1
s’écrit : (17 ; Z_I\Z) = % [2m]

En effet, arg(z —-(2- i)) = (a;ZzT/i). 0 1 (2/‘3 4 5
A

L’'ensemble des points M est la demi-droite d’origine A privée
de A et passant par le point B(3).

-1

Yvan Monka - Académie de Strasbourg — www.maths-et-tiques.fr




Partie 2 : Racine n-ieme de l'unité

1) Détermination de I'ensemble U,

On cherche a déterminer I'ensemble des nombres complexes z vérifiant I'égalité z" = 1
avecn € N*,

Définition : Une racine n-ieme de l'unité est un nombre complexe z vérifiant z* = 1 avec
n € N*.

Théoreme : L’'ensemble U,, des racines de I'unité possede exactement n racines :
iZkﬂ
Wy, = e n ,avec k entier compris entre 0 etn — 1.

Démonstration au programme :

Existence :

Siz" = 1lalors |z|™ = |z"| = 1 etdonc |z| = 1.

On cherche ainsi, les nombres complexes de la forme z = e, avec 8 € [0 ; 2n[.
Soit:z" =1

nf = 2km, aveck € Z.
0 =%,aveck € Z.

On peut ainsi restreindre les valeurs prisent par k a I’'ensemble des entiers compris entre 0

etn—1.
i2kn
Doncwy = e n ,avec k entier compris entre 0 et n — 1, est une racine de I'unité.

Unicité :

Supposons qu’il existe k' entier compris entre 0 et n — 1, tel que wy, = w,.
j2km j2k'm

Alors:e"n =e n

2km 2k'm

= + 2lm, avecl € Z.

n n
2k = 2k'm + 2lnm
k=k"+1In
k—k'=In

Donc n divise k — k'.
Or k — k'’ est un entier compris entre 0 et n — 1. Donc n ne peut pas diviser k — k'.
Etdoncl = 0. Soit k = k'.

Méthode : Résoudre une équation en utilisant les racines de I'unité

u Vidéo https://youtu.be/PZWgjj 7G7c

Résoudre dans C les équations suivantes: a) (z—1)3=1 b)z> = -1
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Correction
a)(z—1)3=1
z — 1 est une racine 3-ieme de l'unité.
2k
Ona:z—1=e 3 ,aveck entier compris entre 0 et 2.

i2r jAr
Soit:z—1=1ouz—1=e 3 ouz—1=¢€¢ 3

i2r jAr
Soit:z=2o0uz=14+e 3 ouz=1+¢e3

— . iZ_T[- _iz_n
S=342;14+e3;1+e 3

b)z> = -1
z®> = (-1)°
Z 5
(=) =1
(-2)° =1
—z est une racine 5-ieme de 'unité.
2k
Ona:—z=c¢e" 5 ,aveck entier compris entre 0 et 4.
2T AT .bm .81
Soit:—z=1lou—z=¢€'5 ou—z=¢€'5 ou—z=e€'5 ou—z=¢e'5.
2T AT .bm .81
Soit:z=—-1louz=—e'5 ouz=—-e'5 ouz=-e'5 ouz=—e'5.
.2m  Am _.bm __ .8m
Soit:z=—1ouz=e"e'5 ouz=e"e'5 ouz=e"e'5 ouz =ee'5.
7 O Alm 13w
Soit:z=—-1louz=¢e¢'5 ouz=e'5 ouz=e' 5 ouz=e' 5.
7 o Alm 13w
Soit:z=—-1louz=¢e¢'5 ouz=e'5 ouz=e' 5 ouz=e' 5.

e
SER
®
w
”‘|=1
—_——

_ LS S
S={—-1;e 5;e ;e

2) Représentation géométrique

a)Casn=2: 1

Si on applique le théoréme ci-dessus, les racines
de I'équation z? = 1 sont :

i2x0xn 0
wo=e 2 =e¥=1

l.2><1><1r ) Wy Wo
w,=e 2 =elt=-1 0 ]

On peut ainsi représenter les racines 2-ieme de
I'unité sur le cercle trigonométrique. En effet, on
a vu que les racines n-ieme de I'unité ont pour
module 1.
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o))

b)Casn=3: 1

Les racines de I’équation z3 = 1 sont :
2X0X1 2X1Xm 2im

W0=el 3 =elO=1’ W1=el 3 =eT’
[2X2Xm 4im
w,=¢e 3 =e 3
Yo
0 1

On peut ainsi représenter les racines 3-ieme de
I'unité sur le cercle trigonométrique.
Par convention, on note habituellement :

2im 4in
j=w,=e3 etji=w,=¢3.
L’'ensemble des points dont les images sont les W,

racines 3-ieme de I'unité forment un triangle
équilatéral.

c)Casn=4%4.

Les racines de I’équation z* = 1 sont :

l.2><0><n 0 i2X1XT[ T l.ZXZXT[ .

wo=e 4 =eV=1w,=e 4 =e2,w,=e 4 =l = —1,
[2X3XT ;3r

wy;=e 4 =e 2.

On peut ainsi représenter les racines 4-ieme de I'unité sur le cercle trigonométrique.
L’ensemble des points dont les images sont les racines 4-ieme de 'unité forment un carré.

1 Wy
W, W,
0 1
W3

De fagon générale, 'ensemble des points dont les images sont les racines n-ieme de l'unité
forment un polygone régulier a n cOtés inscrit dans un cercle de rayon 1.

Méthode : Utiliser les racines de l'unité

u Vidéo https://youtu.be/cqgK IGw_OfE

Démontrer que le périmeétre d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1 est
s . T
égala 10 sing .
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Correction

Les images des racines 5-ieme de I'unité forment un pentagone régulier inscrit dans le cercle

trigonométrique.

Ainsi pour calculer le périmeétre du pentagone, il suffit de calculer la longueur d’un co6té du

pentagone.
Soit par exemple :

lwy — W0| =

iZXlXT(

e 5 -1
2

e5—1

ell | X |3110 —e 10
i i

e5—¢e 5

Soit, en appliquant une formule d’Euler :

lwy — W0| =

On en déduit que le périmetre du pentagone est égal a 10 sing.

2i X si 7T| 2 sin =
SIn—| = Sin —
‘ 5 5
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